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Capitolul I.  
Elemente de algebră liniară 

 
 

1.1. Spaţii vectoriale 
  
Spaţiile vectoriale au fost definite în forma actuală de G.Peano1 (1888), deşi 
K.Gauss2 (1799) folosise implicit noţiunea de plan vectorial. Fondatorul 
teoriei spaţiilor vectoriale rămâne însă H.Grassmann3 (1844). 
Definiţia 1. Fie (K, +, ⋅) câmp şi V o mulţime nevidă. V se numeşte spaţiu 
vectorial peste K dacă există o lege de compoziţie internă  
⊕: V×V→ V şi o lege de compoziţie externă ⊗4 : K×V→ V astfel încât: 
- V este grup abelian în raport cu legea de compoziţie internă ⊕ (cu 
elementul neutru 0 şi –x elementul opus lui x∈V); 
- legea de compoziţie externă satisface cerinţele: 

1. (α+β)⊗x =(α⊗x)⊕(β⊗x),  ∀α,β∈K ∀x∈V; 
2. α⊗(x⊕y)=(α⊗x)⊕(α⊗y),∀α∈K, ∀x,y∈V; 
3. (α⋅β)⊗x=α⊗(β⊗x), ∀α,β∈K ∀x∈V; 
4. 1⊗x≠0,∀x∈V, x≠0. 

Notăm V/K, adică V este spaţiu vectorial peste câmpul K sau V este  
K – spaţiu vectorial. 
 
Observaţii 1. Elementele lui V se vor numi vectori şi vor fi notate cu litere 
latine mici, iar elementele lui K se vor numi scalari şi vor fi notate cu litere 
greceşti. 
2. Un spaţiu vectorial peste ℜ se numeşte spaţiu vectorial real; un spaţiu 
vectorial peste C se numeşte spaţiu vectorial complex. 
 
Propoziţie (reguli de calcul). Fie V/K. Atunci: 

a) α(x-y)=αx-αy,∀α∈K, ∀x,y∈V; 
b) (α-β)x =αx-βx,  ∀α,β∈K ∀x∈V; 

                                                           
1 Peano Giuseppe (1858-1932), matematician, logician şi lingvist italian, întemeietorul 
aritmeticii axiomatice,etc. 
2 Gauss Karl Friedrich (1777-1855), matematician şi astronom german, a conceput metoda 
celor mai mici pătrate, a demonstrat teoreme fundamentala a algebrei, a întemeiat calculul 
cu numerele complexe,etc. 
3 Grassmann Hermann Gunther (1809-1877), matematician şi filolog german, a exprimat şi 
dezvoltat noţiunea de spaţiu cu n dimensiuni, etc. 
4 Folosim doar în definiţie notaţii distincte pentru legile din V şi K pentru a nu genera 
confuzii 
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c) 0x=0, ∀x∈V; 
d) α0=0, ∀α∈K; 
e) 1x=x, ∀x∈V; 
f) (-1)x=-x, ∀x∈V; 
g) αx=0⇒ α=0 sau x=0, ∀α∈K, ∀x∈V. 

Demonstraţie. 
a) fie α∈K şi x,y∈V. Atunci αx=α(x-y+y)=α(x-y)+αy şi adunând -αy (care 
există deoarece αx∈V iar (V,+) este grup) în ambii membri rezultă αx-αy 
=α(x-y). 
c) 0x=(α-α)x=αx-αx=0, ∀x∈V 
d) avem α0=α(x-x)= αx-αx=0, ∀α∈K 
e) din axioma 4 din definiţie rezultă că 1x=0 implică x=0. Fie deci 1(x-
1x)=1x-(1·1)x=1x-1x=0 deci x-1x=0 adică 1x=x,  ∀x∈V 
g) fie ∀α∈K şi x∈V astfel încât αx=0. Dacă α=0 demonstraţia este 
încheiată. Fie deci α≠0. ( ) 00111 =⋅=⇒∈∃ −−− αααα xK  iar pe de altă 
parte ( ) xxxx =⋅=⋅= −− 1)( 11 αααα  deci x=0. 
 
Exemple. 
1. ℜℜ /n este spaţiu vectorial numit spaţiul vectorial numeric real, unde 

( ){ }n,1i,x/x,...x... i

T

n1ori n

n =ℜ∈=ℜ××ℜ×ℜ=ℜ , legea de compoziţie internă 

fiind adunarea vectorilor, iar legea de compoziţie externă fiind înmulţirea cu 
scalar a acestora. 
Generalizare. 

K/Kn este spaţiu vectorial, unde 
( ){ }n,1i,Kx/x,...xK...KKK

i

T

n1ori n

n =∈=×××= . 

 
2. ( ) K/KM n,m  este spaţiu vectorial al matricelor având m linii şi n coloane cu 
coeficienţi din K, unde K= ℜ sau K = C, legea de compoziţie internă fiind 
adunarea matricelor, iar legea de compoziţie externă fiind înmulţirea cu 
scalar a acestora. 
 
Aplicaţii 
 

1. Spaţiul
nℜ ={x=(x1 ,.....,x n )

t
,x i ∈ℜ, i= n,1 } 

este spaţiu vectorial real faţă de adunarea vectorilor şi înmulţirea cu scalari. 
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Soluţie:  V=ℜn, K=ℜ 
⊕: nℜ × nℜ → nℜ  

(x,y)→x⊕y 

Fie x∈ nℜ , y∈ nℜ  ⇔ x=
















nx

x
M
1

, y=
















ny

y
M
1

 cu x i , y i ∈ℜ, ∀i = n,1  

 

x⊕y=
















+

+

nn yx

yx
M

11

∈ nℜ  

 
⊗ : nℜ × nℜ → nℜ  

(α,x)→α⊗x 
 

Pentru α∈ℜ şi x∈ nℜ  definim α⊗x=
















nx

x

α

α
M

1

∈ nℜ  

 
Verificăm axiomele din definiţia spaţiului vectorial. 
i) ( nℜ ,⊕) grup abelian 
a) ∀ x,y ∈ nℜ  ⇒ x⊕y ∈ nℜ  

 Vectorul x⊕y=
















+

+

nn yx

yx
M

11

∈ℜ
n  pentru că are n componente reale (adunând 

două numere reale obţinem un număr real) 
  

b) x⊕y=y⊕x, ∀x,y∈ℜ
n  ⇔ 

















+

+

nn yx

yx
M

11

=
















+

+

nn xy

xy
M

11

 ⇔ 

x i +y i = y i +x i  ,∀ i= n,1  (adunarea numerelor reale este comutativă)    
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c) (x⊕y)⊕z=x⊕(y⊕z) , ∀x,y,z ∈ ℜ n  
 

(x⊕y)⊕z=
















+

+

nn yx

yx
M

11

⊕
















nz

z
M
1

=
















++

++

nnn zyx

zyx

)(

)( 111

M  

 

x⊕(y⊕z)= 
















n

1

x

x
M ⊕

















+

+

nn

11

zy

zy
M =

















++

++

)(

)( 111

nnn zyx

zyx
M  

 
Cei doi vectori sunt egali pentru că au componentele respectiv egale 
(adunarea numerelor reale este asociativă). 
 
d) ∃ e∈ℜn astfel încât ∀ x∈ℜn ⇒ e⊕x=x⊕e = x 

Din e⊕x=x⇒
















+

+

nn xe

xe
M

11

=
















nx

x
M
1

⇔e i +x i = x i ,∀i= n,1   

⇔ e i =0,∀i= n,1 . Deci e=
















0

0
M ∈ℜ

n  

e) ∀ x∈ℜ
n  ∃ x’∈ℜ

n  astfel încât x⊕x’=x’⊕x=e 

Din x⊕x’=e ⇒
















+

+

nn xx

xx

'

'11

M =
















0

0
M ⇔ x i +x’ i =0 ∀ i= n,1   

⇔ x i =-x’ i ,∀i= n,1 . Deci x’=
















−

−

nx

x
M

1

∈ℜ
n  

ii) ⊗ satisface următoarele cerinţe: 
 

a) (α+β)⊗x=(α⊗x)⊕(β⊗x),∀ α,β ∈ℜ şi ∀x∈ℜ
n  
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(α+β)⊗x=
















+

+

nx

x

)(

)( 1

βα

βα
M  

 (α⊗x)⊕(β⊗x)=
















nx

x

α

α
M

1

⊕
















nx

x

β

β
M

1

=
















+

+

nn xx

xx

βα

βα
M

11

 

Cei doi vectori sunt egali deoarece (α+β)x i =αx i +βx i ,∀ i= n,1  (înmulţirea 
numerelor reale este distributivă faţă de adunare la stânga şi la dreapta). 
 

b) α⊗(x⊕y)=(α⊗x)⊕(α⊗y) ∀α∈ℜ şi ∀x,y ∈ℜ
n  

 

α⊗(x⊕y)=α⊗ 
















+

+

nn yx

yx
M

11

=
















+

+

)(

)( 11

nn yx

yx

α

α
M  

 

(α⊗x)⊕(α⊗y)= 
















nx

x

α

α
M

1

⊕
















ny

y

α

α
M

1

=
















+

+

nn yx

yx

αα

αα
M

11

 

 
Dar α(x i +y i )=αx i +αy i  , ∀ i= n,1  
 

c) (αβ)⊗x=α⊗(β⊗x) , ∀ α,β ∈ℜ şi ∀ x∈ ℜ n  

(αβ)⊗x=
















nx

x

)(

)( 1

αβ

αβ
M  

 

α⊗(β⊗x)=α⊗ 
















nx

x

β

β
M

1

=
















)(

)( 1

nx

x

βα

βα
M  
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Dar (αβ)x i =α(βx i ) , ∀ i= n,1   
(înmulţirea numerelor reale este asociativă) 

d) 1⊗x = x , ∀ x∈ℜ
n  1⊗x = 

















nx

x

1

1 1

M  = 
















nx

x
M
1

   

Cum 1x i =x i , ∀ i= n,1   
(elementul neutru la înmulţirea numerelor reale este 1). 
 
2. Să se arate că R este un spaţiu vectorial peste Q, dar Q nu este un spaţiu 
vectorial peste R, operaţiile fiind cele cunoscute. 
Soluţie: Prima afirmaţie este evidentă pentru că (R,+) este grup abelian; 
pentru setul (ii): (1) şi (2) sunt consecinţe ale distributivităţii înmulţirii faţă 
de adunare, (3) este o consecinţă a asociativităţii înmulţirii numerelor reale 
iar (4) este echivalentă cu faptul că 1 este elementul neutru pentru înmulţire. 
Q nu este spaţiu vectorial real întrucât înmulţirea nu este lege externă.  
Într-adevăr, trebuie să avem: ( ) ( )  Q,xRx  , ∈⇒∈∀∈∀ αα Q dar pentru 

.2x ,2x şi 1 Q∉=== αα  
3. Să se arate că: 

a) Q este Q – spatiu vectorial; 
b) C este Q – spatiu vectorial; 
c) C este R – spatiu vectorial. 

 
4. Fie C/C3  şi V⊂ 3C , unde: 

a) 















ℜ∈
















== 1

3

2

1

x/
x
x
x

xV  

 

b) 















=
















== 0x/

x
x
x

xV 1

3

2

1

 

 

c) 















=+
















== 0xx/

x
x
x

xV 21

3

2

1
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d) 















=+
















== 1xx/

x
x
x

xV 21

3

2

1

. 

În care dintre aceste cazuri este V un spaţiu vectorial? 
 
5. Fie V/K  şi W/K  două spaţii vectoriale.   
Arătaţi că V × W = {(x, y)| x ∈ V, y ∈ W} este un spaţiu vectorial peste K 
în raport cu operaţiile: 
(x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2,  y1 + y2) 
α(x,y) =(αx, αy),  ∀x1,x2∈V, y1, y2∈W, ∀α∈ K. 
 
6. Considerăm spaţiul vectorial complex al polinoamelor C/P şi 
V⊂P, unde V este mulţimea acelor polinoame x pentru care: 
a) X are gradul 3; 
b) 2X(0)=X(1); 
c) X(t)≥0, [ ]1,0t ∈∀ , de asemenea X(t)=X(1-t), t∀ . 
În aceste condiţii este V un spaţiu vectorial? 
 
7. Arătaţi că mulţimea matricelor de ordin m×n formează în raport cu 
adunarea matricelor şi înmulţirea lor cu scalar un spaţiu vectorial (K=ℜ). 
 
8. Pe exemplul unui agent economic organizaţi spaţiul intrărilor în 
sistem ca spaţiu vectorial. 
 

1.2. Dependenţă şi independenţă liniară.  
Sistem de generatori. Bază. 

 
 
Fie V/K. 
Definiţia 2. Vectorul x∈V se numeşte combinaţie liniară (cu coeficienţi 
din K) a vectorilor mulţimii S ={v1,…,vn}⊂V, dacă există scalarii 
α1,…αn∈K astfel încât:  x=α1v1+…+αnvn (*). 
Dacă  scalarii α1,…αn ∈K, îndeplinesc condiţiile:  

nii ,...,1,0 =∀≥α  şi 1
n

1i
i =∑

=

α , 

atunci relaţia (*) defineşte o combinaţie liniară convexă. 
 
Definiţia 3. Vectorii v1,…,vn∈V constituie un  sistem de generatori 
(mulţime de generatori) al spaţiului vectorial V dacă orice vector din V este 
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o combinaţie liniară a elementelor mulţimii S={v1,…,vn}, adică: ∀x∈V 
(∃)α1,…,αn∈K astfel încât x=α1v1+…+αn vn. 
 
Exemple 
1. Consideram în K/Kn  mulţimea vectorilor {e1,…,en},  unde  
e1= (1,0,0,...,0,0), e2= (0,1,0,...,0,0),…,en=(0,0,0,...,0,1).  
Aceasta mulţime formează un sistem de generatori al spaţiului K/Kn .  
Într-adevăr, fie x=(α1,...,αn) un vector oarecare din K/Kn .  
Avem evident egalitatea: x=(α1,...,αn)=α1e1+…+αnen 
 
2.  Fie ( ) K/KM n,m  spaţiul vectorial al matricelor având m linii şi n coloane 
cu coeficienţi din K şi matricele { }

nj
miije
,1
,1

=
=  unde ije  este matricea care are 1 în 

poziţia (i,j) şi 0 în rest. Mulţimea matricelor { }
nj
miije
,1
,1

=
=  este un sistem de 

generatori al acestui spaţiu vectorial.  
Într-adevăr, daca A={ }

nj
miija
,1
,1

=
= este o matrice atunci avem egalitatea 

A= ∑
=

nm

ji
ijij ea

,

1,

. 

 
Definiţia 4. Vectorii v1,…,vn∈V se numesc liniar independenţi5 dacă orice 
combinaţie liniară a acestora se anulează numai dacă toţi scalarii sunt nuli, 
adică din relaţia: α1v1+…+αn vn=0 ⇒ α1=…=αn=0. 
 
Exemple. 
1. În K/Kn  mulţimea vectorilor {e1,…,en},  unde e1= (1,0,0,...,0,0), e2= 
(0,1,0,...,0,0),…,en=(0,0,0,...,0,1), formează un sistem liniar independent. 
Într-adevăr, fie relaţia α1e1+…+αnen=0 cu iα ∈K, i=1,...n. Avem  
α1(1,0,...,0,0)+α2(0,1,...,0,0)+...+αn(0,0,...,0,1)= 
(α1,0,...,0,0)+(0,α2,...,0,0)+...(0,0,...,0, αn)= 
(α1, α2,... αn )=(0,0,...0,0). Deci α1=…=αn=0. 
 
2.  În ( ) K/KM n,m  matricele { }

nj
miije
,1
,1

=
=  formează un sistem liniar independent. 

 

                                                           
5 noţiunea de independenta liniara a vectorilor a fost introdusa de H.Grassmann (1878) 
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Definiţia 5. Vectorii v1,…,vn∈ V se numesc liniar dependenţi dacă nu sunt 
liniar independenţi (adică există iα ∈K, nu toţi nuli, astfel încât  

0
1

=∑
=

n

i
ii xα ). 

 
Definiţia 6. Sistemul de vectori B={v1,…,vn}⊂V formează o bază a 
spaţiului vectorial V dacă B constituie un sistem de generatori al lui V şi 
dacă formează un sistem liniar independent în V. 
 
Exemple. 
1. În K/Kn  mulţimea vectorilor {e1,…,en} formează o bază. 
 
2.  În ( ) K/KM n,m  matricele { }

nj
miije
,1
,1

=
=  constituie o bază. 

 
Definiţia 7. V/K este un spaţiu vectorial finit dimensional sau de tip finit 
dacă are o bază finită. 
 
Teorema 1 (de existenţă a bazei). Fie V/K un spaţiu vectorial nenul, un 
sistem liniar independent X⊂V şi un sistem S de generatori pentru V, astfel 
încât X⊂S. Atunci există o bază a lui V/K astfel încât X⊂B⊂S. 
 
Definiţia 8. Fie V/K. Se numeşte dimensiunea lui V şi se notează dimV 
numărul maxim de vectori liniar independenţi. 
 
Teorema 2. Condiţia necesară şi suficientă ca un spaţiu vectorial V peste K 
să aibă dimensiunea n este ca să admită o bază formată din n vectori. 
 
Teorema 3. Toate bazele unui spaţiu vectorial finit dimensional au acelaşi 
număr de vectori. 
 
Teorema 4 (teorema bazei). Într-un spaţiu vectorial finit dimensional orice 
vector se scrie, în mod unic, ca o combinaţie liniară a vectorilor unei baze a 
spaţiului. 
Demonstraţie.  
Fie B={v1,…,vn}⊂V o bază a spaţiului vectorial V şi v∈V.  
 
Existenţa. Cum B este un sistem de generatori al lui V ⇒(∃)α1,…,αn∈K 
astfel încât:   

v=α1v1+…+αnvn. 
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Unicitatea. Presupunem că (∃)α′1,…,α′n∈K astfel încât: 
v = α′1v1+…+ +α′n vn. ⇒ α1v1+…+αn vn = α′1v1+…+ α′n vn 

(α1 - α′1) v1+…+ (αn - α′n)vn =0 
Dar B este un sistem liniar independent, rezultă astfel: 

αi - α′i = 0, ∀i=1,..,n ⇔ αi = α′i,  ∀i=1,..,n. 
 
Observaţii 1. Scalarii unici α1,…,αn∈K se numesc coordonatele lui v în 
baza B. Vectorul vB=(α1,..,αn)t se numeşte vectorul coordonatelor lui v în 
baza B. 
 
2. Următoarea propoziţie este utila în rezolvarea exerciţiilor:   
Fie V/K, dimV=n şi B={v1,…,vn}⊂V.  Atunci următoarele afirmaţii sunt 
echivalente: 
a) B este o baza a lui V; 
b) B este un sistem liniar independent al lui V: 
c) B este un sistem de generatori al lui V. 
3. Fie ℜn={x / x=(x1,…,xn)t, xi∈ℜ, i=1,..,n} spaţiul vectorial real faţă de 
adunarea vectorilor şi înmulţirea cu scalari.  
Vectorii e1=(1,0,…,0)t,…, en=(0,0,…,1)t formează o bază, numită baza 
standard sau canonică a spaţiului ℜn. 
 
Ţinând seama de importanţa în aplicaţii economice a spaţiului vectorial ℜn 
dăm următoarea teoremă privind verificarea rapidă a faptului că un sistem 
de n vectori v1,…,vn∈ ℜn constituie o bază în ℜn. 
 
Teorema 5. Vectorii v1=(a11,…,a1n)t,…, vn=(an1,…,ann)t din ℜn formează o 
bază în ℜn ⇔ determinantul matricei asociate sistemului de vectori 
(matricea formată cu componentele vectorilor) este nenul. 
 
Consecinţă. Dacă detA = 0 atunci sistemul de vectori nu formează o bază a 
lui ℜn. 
 
Aplicaţii 
 
1. Să se arate că mulţimea B={v 1 ,v 2 ,v 3 } ⊂ ℜ 3 , 

unde v1 =
















1
1
1

, v 2 =
















1
0
1

,  v 3 =















−
−

1
1
1

 formează o bază în ℜ 3 . Să se găsească 
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coordonatele vectorului v=
















2
3
2

 în această bază. 

Soluţie: i) Asociem matricea sistemului de vectori: 

A=















−
−

111
101
111

 

Calculăm determinantul matricei A: 

detA=
111
101
111

−
−

= -2 

Cum detA≠0 ⇒B bază în ℜ 3  
 
ii)B fiind bază în ℜ 3 , orice vector din ℜ 3  se scrie ca o combinaţie liniară a 
vectorilor v1 ,v 2 ,v 3  în mod unic. 
Avem v=α 1 v1 +α 2 v 2 +α 3 v 3  ⇔ 

















2
3
2

=α 1
















1
1
1

+α 2
















1
0
1

+α 3















−
−

1
1
1

⇔ 

 

















++
−

−+

321

31

321

ααα
αα

ααα
=

















2
3
2

⇔








=++
=−

=−+

2
3

2

321

31

321

ααα
αα

ααα
 

 

Matricea asociată sistemului este A=















−
−

111
101
111

, iar detA≠0⇒  

sistemul este compatibil determinat cu soluţia dată de  

α 1 =
∆
∆1 , α 2 =

∆
∆ 2 , α 3 =

∆
∆ 2 , unde ∆ =detA=-2 . 
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1∆ =
112
103
112

−
−

= -6 ;  

 

2∆ =
121
131
121

−
−

= 2;  

 

3∆ =
211
301
211

=0 ⇒ α 1 =3 ; α 2 =-1 ;α 3 =0  

⇒[v] B =















−
0
1

3
. 

 
2. Să se arate că mulţimea  S={v 1 ,v 2 ,v 3 ,v 4 }cu 

v1 = 







− 10

1   1 ,v 2 = 







00
12 ,v 3 = 







 −
0   0
11 ,  v 4 = 








11
00

  

este  sistem liniar independent în M 2 (ℜ). 
Soluţie: Se consideră combinaţia liniară nulă 
α 1 v1 +α 2 v 2 +α 3 v 3 +α4v4=0,  

unde 0 = 







00
00 şi α 1 ,...,α4 ∈ℜ. 

Înlocuind obţinem:  

=







+−
−+++

                         
   2

414

321321

ααα
αααααα









00
00

. 

Se obţine sistemul: 
 02 321 =++ ααα  

0   321 =−+ ααα     
0 4 =α     

 041 =+− αα  
care are soluţia α 1 =α2=α3=α4=0. 
     
            


