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RECAPITULAREA NOTIUNILOR FUNDAMENTALE

Anexa 1 Alfabetul grec
Alfabetul grec este o culegere a celor 24 de litere, care este folosit pentru a scrie in limba
greacd de la secolul VIII 1.Hr. pana astazi.

Alfabetul grec
Litera mare Litera mica Transcriere clasica Denumire

A o A Alpha
B B B Béta
r Y g Gamma
A ) d Delta
E € e Epsilon
zZ d z Dzéta
H n é Eta

0 0 th Théta
I ! 1 Iota
K K k Kappa
A A 1 Lambda

M n m Mi

N v n Ni

B & x/ks Xi

O 0 0 Omicron
II T p Pi

P p r Rho
% o, G s Sigma
T T t Tau
Y v y Ypsilon
® (0] ph Phi
X x kh Khi
b4 \j ps Psi

Q ® 0 Oméga




Este si primul si cel mai vechi alfabet in sensul cd denoteaza fiecare vocala si fiecare
consoana cu semnul separat.
De la secolul II 1.Hr. literele grecesti se folosesc si pentru a marca numeralele.
Alfabetul grec isi are originile in alfabetul fenician si la baza formarii mai multor alfabete
folosite in Europa si Orientul Mijlociu, inclusiv latin si chirilic. In afarad de functia sa de
reprezentare scrisd a limbii greci, literele alfabetului grec sunt folosite azi ca simboluri in
matematica si alte stiinte exacte.
Literele grecesti sunt folosite deseori in notatia stiintifica, mai ales in algebra si fizica:
e Unghiurile sunt notate cu 0 (theta mic) sau a (alpha mic).
o Litera A (delta mare) este folosit pentru a desemna un interval,dar si pentru a calcula
o ecuatie de gradul al II-lea
o Literea ¢ (epsilon mic) este folositd pentru a desemna valorile neglijabile (cantitati
mici).
o Litera m (pi mic) este utilizatd in matematica pentru a desemna circumferinta unui cerc
cu raza egala cu o unitate (aproximativ 3,1415926536).
o Litera Il (pi mare) este utilizatd in matematicd pentru a desemna un produs de
elemente.
e Litera o (oméga mic) desemneaza in fizicd viteza unghiulara.
e Litera Q (oméga mare) este simbolul pentru o unitate In SI a rezistentei electrice,
ohmul.
e Litera pu (mu mic) este simbolul pentru prefixul SI micro care reprezintd o milionime
dintr-o unitate.
e Litera p (rho mic) este folositd Tn matematica pentru a indica curbele polare, si in
fizica pentru densitate.
e Litera y (chi mic) este utilizatd in fizicd pentru a desemna un coeficient de
compresibilitate (termodinamica si unde)
e Litera ¥ (sigma mare) este utilizatd in matematicd pentru a desemna o suma de
elemente.
o Literele grecesti sunt folosite pentru a desemna stelele.
o Diferitele tipuri de radiatie emisa de materialele radioactive sunt notate respectiv a, f3

sy
Anexa 2 Abrevieri si termeni

Lema - gr. lemma "propozitie luatd ca argument”, propozitie ajutatoare folosita la
demonstrarea unei teoreme; lemele au fost folosite initial de Euclid (sec.3 i.e.n.).

Teorema - gr. theorema "examinare, cercetare”, denumirea a fost folosita initial de Aristotel.
In calculul vectorial, nabla este un operator diferential ce opereazd asupra functiilor,
reprezentat prin simbolul A

In functie de cum este aplicat operatorul, el poate descrie gradientul (panta), divergenta sau
rotorul.

Matematic, nabla poate fi privit ca o derivata in spatiul multidimensional.

Cand este folosit intr-o singurd dimensiune, el ia forma derivatei din analiza matematica.

Ca operator, el opereaza pe campuri vectoriale si campuri scalare care suportd operatii
similare Tnmultirii. Ca toti operatorii, acesti operatori similari inmultirii nu trebuie sa fie
confundati cu inmultirea; In particular, nabla nu comuta.

! Nabla este un simbol matematic folosit in primul rand ca o conventie de notatie.
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In coordonate carteziene tridimensionale, R3 cu coordonatele (X, y, z), nabla se defineste ca

Ld .0 )
v—la—I‘FJ%-Fkaz

unde (i, j, k) este baza standard in R’.
Aceasta definitie poate fi generalizata intr-un spatiu euclidian, de dimensiune n R".
in sisten%ul de (g)ordonate carteziene cu coordonatele (xi, Xz, ..., Xy), nabla este:
V= Z € = - :
o O unde 1€ 1 1 <4< M} cste baza standard in acest spatiu.
Mai pe scurt, folosind notatia Einstein, nabla se scrie ca V= E;-Ei-
Nabla poate fi exprimat si in alte sisteme de coordonate, de exemplu in coordonate cilindrice
sau sferice.
Nabla este folosit drept forma prescurtata de scriere pentru simplificarea multor expresii
matematice lungi.
Cel mai adesea, este folosit pentru a simplifica expresiile pentru gradient, divergenta, rotor,
derivata directionala si Laplacian.
Atat regula lui Sarrus cat i regula triunghiului se aplicd numai determinantilor de ordin 3.

Tabel de derivate

Determinarea derivatei este operatia primara in calculul diferential.

Acest tabel contine derivatele celor mai importante functii, precum si reguli de derivare
pentru functii compuse.

In cele ce urmeaza, fsi g sunt functii de x, iar ¢ este o constanta.

Functiile sunt presupuse reale de variabila reala.

Aceste formule sunt suficiente pentru a deriva orice functie elementara.

Reguli generale de derivare

(cf) =cf (f+9) =f+d (f-9)=5-4¢
(i) _fg-1d

(fg) =fg+fd g g’ (fog) =(fog)d

(F9Y = (gf)f + (fIn f)g/ = f (f% f ¢ f) fs0

Derivatele functiilor simple
<=0 X =1 (¢ =ca*, >0

(|x|)f=;—|=sgn:c, 0 (Vo) = == (E)f:_l

Derivatele functiilor exponentiale si logaritmice

(") =n"Inn, n >0 (ex)' = ex
, 1 1
(log,, x) = n>0n#l1 (lnx)f:; x>0



Derivatele functiilor trigonometrice

(sin X)' = cos x (cos X)'=—sinx .
sin @
tgr) = =sec’ z =1+ tg’x secx) =
(ter) 005211: T8 ( ) cos? x
— — COST
ctex) = — = —csclxr =—1—ctg’r (csex) = — =—
(ctgz) sin? z & ( ) sin?
Derivatele functiilor trigonometrice inverse
(arcsina)’ = —— (arccos) = ——
arcsing)’ = ——— arccost) = ———
V1 —2a? V1—22
1 / 1
L arcsecr) = ————
(arctgr) 14 22 ( ) |z V2 —1
1 ; -1
- arccser) = ——————
(arcctgr) 2 ( ) [V =1
Derivatele functiilor hiperbolice
d . d .
d—Ell'lh T = coshx o coshr = sinhx
7 T
d d
d—t-gh:t: = sech® @ o sech r = —tghxsech
he -
d d
o ctgha = — csch®x o cschr = —ctghax eschx
T s
Derivatele functiilor hiperbolice inverse
d , 1 d —1
—arcsinhr = —— —arccoshy = ——
dx 2 + 1 dx 72 — 1
d 1
— _ —arcsechs = ———
o arctghx T I 22
d d -1
_ — —arceschey = ———
ar BT = T da 2V + 22

10
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I. ELEMENTE DE ALGEBRA LINIARA

1. SPATII VECTORIALE

Definitie si terminologie

Definitia 1
Fie (K, +, .) un corp nevid (de exemplu, corpul numerelor reale sau
complexe, cu 0, si 1, elementul zero si respectiv elementul unitate) s1 V
o multime nevida, nzestrata cu o lege de compozitie internd @: VxV— V
si 0 lege de compozitie externa ®: KxV— V astfel incat:
Tripletul (V, @, ®) se numeste spatiu vectorial peste corpul K daca:
- V este grup abelian in raport cu legea de compozitie internd @ (cu
elementul neutru 0 §i —x elementul opus lui xeV);
- legea de compozitie externd satisface cerintele:

1. (a+PB)®x =(a®x)D(BRx), Va,peK VxeV;

2. a®xPy)=(a®x)P(a®y),VaekK, Vx,yeV;

3. (a-B)®x=a®(B&x), Va,peK VxeV;

4. 1®x£0,vxeV, x£0.

Notam V/K, adica V este spatiu vectorial peste corpul K.

Terminologie si notatii

1. Elementele spatiului vectorial V se numesc vectori §i se noteaza cu
litere latine mici.

2. Elementele lui K se numesc scalari si se noteazd cu litere grecesti
mici.

3. Un spatiu vectorial peste R se numeste spatiu vectorial real.

4.  Un spatiu vectorial peste C se numeste spatiu vectorial complex.

Propozitie
Intr-un spatiu vectorial, au loc urmatoarele reguli de calcul:

a) a(x-y)=ax-ay,Voek, Vx, yeV;

b) (a-B)x =ax-Bx, Va.,peK VxeV;

c) 0x=0, VxeV,

d) a0=0, VaeK;

e) 1x=x, VxeV;

f) (-)x=-x, VxeV;

g) ax=0= a=0 sau x=0, VaeK, VxeV.

Observatii

11




Exemple.
1. Spatiul vectorial numeric real R /R definit prin

R"=RxRx..xR= {(xl,...xn)t/xi ei}{,izl,_n},

nori

si Tnzestrat cu operatiile canonice:

e legea de compozitie interna este adunarea vectorilor

e legea de compozitie externd este inmultirea vectorilor cu scalar

real.
Explicit, definim cele doud operatii:
a) dacd x=(x,xp,...x,)€R" $i y=(y,¥2,...7,) €R" atunci
adunarea vectorilor x + y se defineste pe componente:
x+y=(x1+¥,% + V2,0 X, +¥,)€R”
b) inmultirea vectorului cu un scalar se defineste prin multiplicarea
tuturor componentelor vectorului cu respectivul scalar:
ax=(ax,ax,,...ax,)eR"

Observatie
1. Egalitatea a doi vectori este definita astfel:

x=(x;,%y,.0,x,) 81 ¥ =35 Vp»er ¥, ) sunt egali daca si numai daca

x, =y, ,Vi=Ln.

2. Mai general, K'/K 1inzestrat cu operatiile canonice este spatiu vectorial

nori

K :K><K><...><K:{(XI,..XH)T/Xi eK,i:I,_n}

unde K este corpul numerelor reale sau complexe.

3. Spatiul vectorial al matricelor an(K)/ K ¢u m linii si n coloane cu
elemente din corpul K, unde K=" sau K = C, inzestrat cu operatiile
canonice:

e legea de compozitie internd este adunarea matricelor,

e legea de compozitie externd este inmultirea matricelor cu scalar.

4. Spatiul polinoamelor intr-o nedeterminata, cu coeficienti reali de grad
cel mult n.

12




intrebiri de control si teme de dezbatere

Exercitii rezolvate

t
1. Spatiul R" = {x=(X|,.....xn) , X, €R, i=1,n} este spatiu vectorial
real fatd de adunarea vectorilor §i inmultirea cu scalari.
Solutie: V=R", K=R

@: R'xR" > R"
(x,y)—>x®@y
xl yl
Fie xe m"’ye ER“ = X= : Y= : cuxi,yiein, VI:L_n

xl’l yn

X+ 0

x@y= 3 e R’
xn +yn

®: R xR >R

(o, x)—>a®x
ax,
Pentru a.eR si xe R" definim a®x= Do em
ax

n

Verificam axiomele din definitia spatiului vectorial.
i) (R" ., ®) grup abelian
a) Vxye R =>x@ye RN’

X+
Vectorul x®y= : eRn” pentru cd are n componente reale (adunand doud numere
x}’l + y"l

reale obtinem un numadr real)

X+ Y +x
b) x®y=y®x,V x,yeR "o : = : =
xn +yﬂ yn +x}’l

X, +ty,=y,+x, ,V i=L,n (adunarea numerelor reale este comutativa)

c) (x®Py)Pz=xDB(yPz), Vx,y,Z € R !

13




Xty Z (x, +3)+z

xoy)@=| (@ |-
X, +y, z, (x,+y,)+z,
X, yi 7 X+ +2z)
x®y®z)=| | |® |- :
X, y.+z, ) \x, +(y, +z,)

Cei doi vectori sunt egali pentru ca au componentele respectiv egale (adunarea numerelor
reale este asociativa).
d) JeeR"astfel incat V xeR" = e®x=xPe =x

e +x X,
Din e®x=x= : =

e +x X

n n n

oe X, =Xx,,Vi= I,_n <:>ei=O,Vi=1,_n.
0

Decie=| : | eR
0

n

e) VxeR " IxeR” astfel incat xDx’=x’Bx=¢

'
x1+x1 0

Din x®x’=e = : = ! [ex,+x,=0Vi=l,n o x,=x",Vi= L.
x +x 0
n n

— X,
Deci x’= : eRr”
- X,
i) ® satisface urmatoarele cerinte:
a) (a+P)®x=(a®x)D(P®x), ¥ o,p R si V xeR "
(a+p)x
Vectorul (atPB)®x= '
(a+ p)x,
ox, Px, ax, + px,
Vectorul (a®x)®B®x)=| : (@ 1 |= '
ax, px, ax, + px,

14




Cei doi vectori sunt egali deoarece (a+B)x,=ox,+fx,,V i= 1,7 (inmultirea numerelor reale
este distributiva fatd de adunare la stdnga si la dreapta).

b) a®(x®y) = (a®x)P(a®y) V aeR si V x,y €R "
x4y (alxy+y)
W®x®y)=a® | |- ;
x,+y,) \alx, +y,)

ax, ay, ox, + oy,
(@®)Da®y)=| : |@® i |= '
Dar a(x; +y,)=ax,;tay, , Vi= 1,_7’1

¢) (af)®x=a®POx),V ao,p eRsiVxeR"

(af)x,
(@p)®x=|
(af)x,
ﬂxl a(ﬂxl)
W®P®x)=a® | : |=|

px, ) \a(fx,)

Dar (ap)x,=a(Bx,), V i= 1,n (inmultirea numerelor reale este asociativa)

d) I®x=x,V xeR " ;

Cum Ix,=x,, V i= L,n (elementul neutru la inmultirea numerelor reale este 1).

2. Sase arate cd R este un spatiu vectorial peste Q, dar Q nu este un spatiu vectorial peste R,
operatiile fiind cele cunoscute.

Solutie: Prima afirmatie este evidentd pentru cd (R,+) este grup abelian; pentru setul (ii): (1)

15




asociativitatii Tnmultirii numerelor reale, iar (4) este echivalenta cu faptul ca 1 este elementul
neutru pentru inmultire. Q nu este spatiu vectorial real intrucat inmultirea nu este lege

externa.

Intr-adevar, trebuie sa avem: (V)a €Q,(V)x e R = ax €Q, dar pentru

a=l$ix=\/5,ax=\/§¢Q.

Exercitii propuse

1. Sa se arate ca:

a) Q este Q-spatiu vectorial;

b) C este R — spatiu vectorial.

2.Fie C’/C si Ve C?, unde:

a) V=49x=|X, |/Xx, eR

b) V=<x=|x, |/x,=0

c) V=<x=|X, |/X,+%x,=0

16




In care din aceste cazuri este V un

spatiu vectorial?

3. Fie V/K si W/K doua spatii

vectoriale. Aratati ca

VxW={xylxeV,yeWj

este un spatiu vectorial peste K 1n

raport cu operatiile:

(X1, y1) T (X2, y2) = (X1 + X2, y1 + ¥2)

a(x,y) =(ax, ay),

VX1,X2€V,y1, 26 W, Vae K.

4. Aratati cd multimea matricelor

de ordin mxn formeaza in raport cu

adunarea matricelor i Inmultirea lor

cu scalar un spatiu vectorial (K=%R).

17




I. ELEMENTE DE ALGEBRA LINIARA

2. SUBSPATII VECTORIALE

Subspatii vectoriale

Definitia 2.

O submultime nevida a unui spatiu vectorial se numeste subspatiu
vectorial al sdu, dacd este chiar spatiu vectorial in raport cu legile de
compozitie interna si externa induse de legile corespunzatoare.

Matematic: Fie spatiul vectorial V/K, o submultime, W= se numeste
subspatiu vectorial al spatiului V, daca W este spatiu vectorial inzestrat cu
operatiile induse.

Definitia 3.

O submultime nevida W a spatiului vectorial V, se numeste subspatiu
vectorial al lui V daca sunt indeplinite urmatoarele conditii:

. Vx,yeW=x+yeW

2. VxeW,VaeK=>axeW.

Observatie
Cele doua conditii sunt echivalente cu:
Vx,yeW,Va,feK=>ax+preW.

Terminologie si notatii

a) Spatiul vectorial se numeste spatiu ambient pentru subspatiul
vectorial pe care-1 contine.

b) Legile de compozitie (internd si externd) induse de legile
corespunzatoare pe subspatiul vectorial se numesc operatii induse.

c) Corpul scalarilor se subintelege a fi identic.

d) W este subspatiu vectorial al spatiului vectorial V se noteaza
W<V.

Teorema 1. (Echivalenta definitiilor)
Fie V/IK, WV, WzJ. Atunci W<V < Va,BeK Vx,yeW, ax+fyeW.

Propozitie.
Intersectia de subspatii vectoriale este un subspatiu vectorial.

Intrebiri de control si teme de dezbatere

Exercitii rezolvate

1. Sase verifice daca urmatoarea submultime
X = {x = (X, %,,%; ) /X, = O}c R’ :{(xl,xz,x3)

X; eR,Vi:I,_3} inzestrati cu operatiile

induse are structura de subspatiu vectorial real a spatiului tridimensional real.

18




Solutie
Verificam cele doud conditii din definitia:

) (O,xz,x3)t+(0,x2,y3)t =(0,x2+y2,x3+y3)t eX
i1) axza(O,xz,x3)=(0,ax2,ax3)t eX,

ceea ce atestd structura de subspatiu vectorial real a lui X .

2. Sase verifice dacd urmatoarea submultfime

X = {x = (x,%,,X3 ) /X =X, +xy = O}C R’ :{(xl,xz,x3) x; eR,Vi:I,_3}

inzestrata cu operatiille induse are structura de subspatiu vectorial real a spatiului
tridimensional real.

Solutie

Conform observatiei, este suficient sa verificam conditia

Vx,ye X,Va,feK = oax+ fye X.
Pentru
Vx,ye X,Va,feK =x-x+tx3=081y-y2ty3=0

si prin calcul direct se obtine ax+ iy € X ceea ce atesta structura de subspatiu vectorial real
alui X

Exercitii propuse

1. Consideram urmatoarele submultimi ale lui

n

R

X, ={xeR" /x=(X,..x, )" $ix,+..+x, =0}

X,={xeR" x=(x,,...x,)" six,=1}

19




X,={xeR" /x=(x,,...x,)" six,x,=1}

X, ={xeR" x=(x,,...x,)" six,+x,=1}

X, ={xeR" /x=(x,,.x,)" §iX,=X,=X,}

Care dintre acestea sunt subspatii vectoriale ale

i R" 2

2. Fie X={xeR’/x=(x,,X2,X3)" X, +ax, +Bx;=b}

unde o,p,beR.

a) Determinati valoarea lui be®R astfel incat

X<R’ /R pentru orice a,PeR.

b) Pentru a=1 si b determinat mai sus, gésiti BeR

astfel ca v=(2,1,-4)" eX.

4. Determinati suma si intersectia subspatiilor
vectoriale U, V<R®, unde
U= {(x1,x2, x3)' € R’ | x1 - x2 =0}

V={(x1,x,x3) € R | 2x1 - x2 + x3=0}
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