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ALGEBRA SUPERIOARA
1) Legi de compozitie

1. Legi de compozitie pe o multime. Parte stabila

Breviar de teorie

Lege de compozitie
Definitie. Fie M o multime nevida. Se numeste lege de compozitie sau operatie
algebricd definita pe M, o aplicatie ¢ : M x M — M, care asociaza fiecarei
perechi (x, y) € M x M, un unic element @(x, y) € M.

Observatii:
1. Elementul @(x, y) se numeste compusul lui x cu y prin legea .
2. In general, operatia @(x, y) se va desemna printr-un simbol special: *, o,
T,1,®, © etc. De asemenea, se poate utiliza notatia aditiva (+) sau notatia
multiplicativa (-).

Parte stabila
Definitie. Fie M o multime nevida si ,,o” o lege de compozitie pe M. O submultime
nevida H ¢ M se numeste parte stabild a lui M in raport cu operatia ,,o”, daca
pentru orice x, y € H, rezultacax oy € H.

Observatii:
1. Numele de ,,parte stabila” pentru o submultime H a lui M in raport cu
operatia ,,o” precizeaza ca daca x, y € H, atunci si compusul lor x o y raméne
in H.
2. Daca H este o parte stabila a lui M in raport cu legea de compozitie ,,0”,
atunci spunem ca (H, o) este o lege de compozitie indusd de legea de
comporzitie de pe M.

Clase de resturi modulo n (Z))
Definitie. Fie un numar n € N*. Dacd a, b € Z, spunem ca a este congruent cu

a-b

b modulo n si scriem a = b (mod n), daci n | (a - b) sau daca el

n
Altfel spus: numdrul a este congruent cu numdrul b modulo n, daca si numai
daca dau acelasi rest », prin impartire la n:
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s Inmultirea claselor de resturi a si b se defineste astfel:
a - b =, unde 7, reprezinta restul impartirii produsului a - b la n.

- Oricarear fi a, be Z , atunci a - b=5b-a.

~n A

S

-Daca a-b =1 sia # 0, spunem ca b este inversa clasei @ si notam
b=a",

Rezolvarea unei ecuatii elementare: a-x= b
Mai putem scrie x = a “h , iar pentru a determina inversa clasei @,

ac—1

eZ si

procedim astfel: fie @' = ¢ € Z ¢ ac=1(modn) &
n

.o - N .. . o Al ~
determinam numarul intreg c, ca fiind egal, de exemplu, cu o, adicia™ =0.

e~

In concluzie x=a"'-h=x=0-b=x=a-b.
Tabla unei legi de compozitie

Daca ,,o” este o lege de compozitie pe M, iar multimea M este finita,

M= {x,x,,...,x },atunci legea poate fi redata printr-un tablou, numit fabla
n

operatiei ,,o”, astfel:

o X, X, xf X,
X
1] XX, X eXx, x, Ox_, X oXx
b9
2 | XyeX,  X,eX, xzox_, XyoX,
X X.oX X.oX X.oX X.oX
! i 1 i 2 i i i 7
X X oX X oX X oX, X oX
i i} 1 [i] 2 1] j [i] 1]

In acest tabel, elementul x; o X, este situat pe linia 7 si pe coloana .

Probleme rezolvate

1. Consideram multimea M = [2, 4o0).
a) Sa se arate ca operatia x o y = xy — 2x — 2y + 6, defineste pe M, o lege de
compozitie.
b) Sa se calculeze numerele a =203 sib=(-1) o 4.
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Rezolvare:

a) Pentru a demonstra cd legea este o operatie algebrica, trebuie sd aratam ca
pentru orice numere x > 2,y >2,avem x oy > 2.

Scriem echivalent: x o y>2 < xy—-2x-2y+ 622 xy-2x-2y+4>20<
x(y-2)-2(y-2)20<«< (x—2)(y — 2) 2 0, ultima inegalitate fiind evidenta,
deoarece x > 2 siy > 2.
b)a=203=2-3-2-
b=(-1)cd4=(-1)-4-

2:2-2-3+6=2,decia=2,iar
2. Fie multimea M = {0,

2

2-(<1)=2-4+6,decib=—4.

1,2, 3,4} silegea o’ definita astfel:
xy, dacax<2,y<2

xoy=<x—1, dacax >2

y—x,dacax <2, y>2

a) Efectuand tabla operatiei, sa se deduca ca operatia ,,o” determina pe M o
lege de compozitie.

b) Sa se rezolve ecuatiile: x 0 2 =4si 1 o x=2. ol0 1 2 3 4
Rezolvare: 0/]0 0 0 3 4
a) Din tabla operatiei, prezentata alaturat, 1{0 1 2 2 3
deducem ca operatia ,,o” este algebrica pe M. 2100 2 4 1 2
b) Din tabla operatiei deducem ca: 302 2 2 2 2
xo2=4=x=2,iardinl cx=2=x€ {2, 3}. al3 3 3 3 3

3. Fie multimea M =[2, 4] c R si legea de compozitie x o y=xy—3x -3y + 12.
a) Sa se arate ca M este parte stabila fatd de legea ,,0”.
b) Sa se rezolve ecuatiile: x c2=3,x€ Msiapoi3ox=3,x€ M.
Rezolvare:
a) Se observacax oy =(x—3)(y —3) + 3. Tinand cont ca pentru x € [2, 4],
ve[2,4],avemcax—-3€ [-1,1]siye [-1, 1], deducemca (x—-3)(y—3) €
€[-1,1]siin final cax oy =(x—3)(y—3) + 3 € [2, 4]. In concluzie, multimea
M este parte stabild a lui R fatd de legea de compozitie ,,0”.
b)xoe2=3=2x-3x-3-2+12=3=-x =-3=x=3=85={3}.
3ox=3=3x-9-3x+12=3 = 3 =3, deci ecuatia are o infinitate de
solutii, adica S=[2, 4].




AAAAA

a) Si se efectueze 2 +3 si 2:3.
b) Sa se rezolve ecuatiile x+4=1 sidx=1.

c) Sa se rezolve ecuatia: 2-x+4=3.
d) Sa se rezolve ecuatia x> + x + 3=0.

Rezolvare:

A A

a) 2+43=2+3=5=1.5+0=1-5+0=1-0+0=1-0+0=0+0=0+0=0.

2:3=23=6=1.5+1=1 (deoarece restul impartirii lui 6 la 5 este 1).
b) Studiind tabla operatiei (Z, +), deducem ca solutia ecuatiei x+4=1 este
x=2. Studiind apoi tabla operatiei (Z,, -), deducem ci solutia ecuatiei

A~

le:ieste x=4.

flo i35 4 0 i3 3 4
00 1 234  0]00 0 00
ili33a0 qfoiozsa
3020340 0 3003 a4 03
3034003 3030
ila o133 aloa3oai

c) Ix+4=3=2x=3-4=3-4=_1=0-1=5-1=4=2x=4=x=2.

Altd metodd: ix =4 = x=2" 21 Calculim inversa clasei 2 in ZS: fie

2a—1

2'=q,ae Z, < 2a=1(modd) & € Z < a=3(mod5). Astfel 27t=3,

Cum xzi_'-Zl,atuncix=§-21:3/-71:13:2-5+2:2/\-5+§:§-§+§:

=2-0+2=0+2=2. in concluzie, ecuatia 2x =4are solutia x = 2.

d x o [ i |5 ]34
X 0 1 4 4 1

X+x+3 | 3 | 5 O | 10 | 8

+x+3 | 3| 0 4 0 3

In concluzie, ecuatia are solutiile {1 , 3} .
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Probleme propuse

1. Efectuand tabla operatiei, sa se arate ca operatiile specificate reprezinta legi
de compozitie pe multimea M = {1, 2,4, 8, 16}.
a) x oy =min(x, y);
b)xecy=c.m.m.d.c.(x, y);
c) x o y=c.m.m.m.c.(x, )).

2. Efectuand tabla operatiei, sa se arate ca operatiile specificate reprezinta legi
de compozitie pe multimea M = {0, 1, 2, 3, 4}, in urmatoarele cazuri:
a) x o y = max(x, y);
b)xoy=|x—yl;
C)Xxoy=x.

3. Pe multimea M= {1,2, 3,4, 5} se considera legea de compozitie ,,o” a carei
tabla este reprezentata alaturat.

a) Sa se determine urmatoarele elemente: °|12345

a=103,b=305,c=402;d=504. 112 3 4 5 1

b) Sa se rezolve urmatoarele ecuatii: 212 1 5 4 3

i)xo3=1; ii)2ox=4; 303 4 3 5 2

ili)xo5=3; iv)4ox=2. s al1 2 1 2 3

c¢) Sa se rezolve sistemul de ecuatii: {x 4 515 5 2 3 4
[e] y =

4. Pe multimea M = {0, 1, 2, 3} se defineste legea de compozitie x o y = \y - x\.
a) Sa se alcatuiasca tabla legii de compozitie.
b) Sa se rezolve ecuatiile: x c3=0si2 o x=1.
xoy=0
c) Sa se rezolve sistemul de ecuatii: yol=2"

5. Pe multimea R se definesc urmatoarele legi de compozitie:

xTy=x+y+1lsi xly=Yx+3y-1.

a) Sa se calculeze 8 T 27 si 8 L 27.

b) Sa se rezolve ecuatia: x T 1 =x 1 27.

xT y=65

xly=3

6. Sa se arate ca in fiecare dintre urmatoarele cazuri, multimea M este parte
stabild a multimii R, in raport cu legea de compozitie specificata:
AyM=2Z,xoy=x+ty-3;

c) Sa se rezolve sistemul de ecuatii: {




b)M:N,Xoy:‘X—y;
C)M=[-5,+4c), xoy=xy+ 5x+5y+20;

d) M= (-3, +c0),x0oy=xy+3x+3y+6;

ey M=(1,+0), x0y=xy-—x-y+2;

f)yM=(2,+), xoy=xy—2x—-2y+6.

. Sa se arate ca in fiecare dintre cazurile urmatoare, multimea M este parte

stabild a multimii R, in raport cu legea de compozitie specificata:

a) M=(-1,1), xoy=212,
I+xy

b) M=(0, 1), xop=—2
2xy—x—-y+1

C)M: (0, 1) U (1, +00)’x oy:xZIny;

Lin(y1)

d)M=(1,2)U(2,+oo),xoy=(x—1)2 ;

e) M=(2,+), xoy=4/x"y" +x*+1%;
f) M=(x/§,+oo), xoy=\/x2y2—2x2—2y2+6.

. Sa se arate ca in fiecare dintre urmatoarele cazuri, multimea M este parte
stabild a multimii M,(R), in raport cu legea de compozitie specificata:

)
a) M =
y z
b)M:{ 2x y)
3y 4x
_)fx
C)M_{O x)
ol
z

. Sa se arate ca in fiecare dintre urmatoarele cazuri, multimea M este parte
stabild a multimii M,(R), in raport cu operatia de inmultire a matricelor:

X,V,Z€ N} , adunarea matricelor;

X, V€ IN} , adunarea matricelor;

X, V€ IR} , iInmultirea matricelor;

x,y,z,t€ Rsi detd# O}, inmultirea matricelor.




x 0 0 1 0 x

a) M=3|0 y O0||x,y,ze R}; by M=<0 1 0 |lxeR¢:
0 0 z 0 1
1 x I Inx O

) M=<|0 1 =z ||x,y,zeRy¢; d)M=310 1 O0]{x>0
0 0 0 0 «x

10. Sa se arate ca in fiecare dintre urmatoarele cazuri, multimea M este parte
stabila a multimii C, in raport cu operatia de inmultire a numerelor:

ayM={ze C|l|z|=1}; b)M={zeC||z|<1};

OM={zeC|z=1}; dM={ze C|z"=1,ne N*};

e)Mz{ZGC‘ijg}; f)M:{ZGC‘ZHZE,nGNJ.
11. Sa se efectueze in multimea claselor de resturi Z , n > 2:

a) 245 (in Z.); b) 342 (in Z,); c) 543 (in Z));

d) 3.4 (in Z,); e) 3-5 (inZ,); f) 2.4 (in Z,);

g) 2+3-4 (inZ); h) 3-3+1 (InZ,); )4 +5 (inZ,):

AAAAA

H1-2-3-4-5(In Z,); k) 2* +3' +4° (in Z,).

12. Sa se rezolve urmatoarele ecuatii in multimea claselor de resturi Z ,n > 2:

a) x+4=5 (inZ,); b) x+4=3 (in Z)); ¢) 2+x=1 (in Z);
d) x-2=3 (in Z,); e) 3-x=6 (inZ,); fyx—7=5 (inZ,)).
13. Sd se rezolve urmatoarele ecuatii in multimea claselor de resturi Z , n > 2:
a) 2x=1 (in Z,); b) 2x=0 (inZ,); ¢) =2 (inZ,);
d) x? =1 (in Z,); e) x’ =2 (in Z,); f) x*=0 (in Z,).
14. S se rezolve urmatoarele ecuatii in multimea claselor de resturi Z , n > 2:
a) 2x+3=0 (in Z,); b) 3x+1=4 (in Z,); ¢)2x+3=6(nZ);
d) x> +x=0 (inZ); e) x>+1=0 (inZ); £)2x +3x=1(inZ,);

2)3x* +2x+4=0(in Z,); h)2x* +3x* +4x+1=0(in Z,).

10



Pentru comenzi online si pentru
a vizualiza lista completa a
titlurilor publicate de editura
Top Publishing va asteptam pe
www.librariaonline.ro

ISBN 978-606-9702-32-1



