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TEMA 1. CE STIM DESPRE NUMERE?

,»Matematica este calea de intelegere a Universului.
Numarul este masura tuturor lucrurilor.”
(Pitagora)

Numerele din sirul natural: 1, 2, 3, 4, ... se numesc cardinale si arata din cate
unitati se compune fiecare (cardinalis = principal). Numarul unu este compus
dintr-o unitate, doi din doud unitati.... Astfel sirul numerelor s-a format pornind de
la unitate si adaugand pe rand cite o unitate numarului anterior. Se observa ca
fiecarui element 1i corespunde un unic element din sir si totodatd ca pozitia lui in
sir, adicd numarul lui de ordine (numarul ordinal), corespunde cw'fiymarul cardinal
considerat. \ & .

Y 4 ~Y
Istoria evolutiei sistemelor de scriete a num\erelor. N
Baze de numeratie.

Cele zece caractere: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 cu ajutorul carora putem scrie
astazi orice numar, se numesc czfre g X

Pentru a ajunge la cifrele utilizate deyioi cofidian, ‘'omenirii i-au trebuit milenii.
Cele dintai tentative de a scrie cifrele utilizAnd prlme}e zece litere ale alfabetului au
fost facute in secolul al VI-lea, 1na1nte\ de Hrlstos de citre celebrul matematician
Pitagora. ! ’

De abia in anul 610 dupa Hrlstos unéavant indian, pe numele sdu Aryabhata
a inventat cele noua cifré pe care le utlhzam in prezent: 1,2,3,4,5,6,7,8,9 siun
punct (.) pentru zero.

Dupa moartea profctuli lor Mahomed in anul 632, triburile arabe se unifica
si cuceresc imense teritor{i_.dif India pand in Spania. Combindnd operele
matematicienilor. greci cu ale“celor indieni, ei vor pune la punct sistemul de
numeratie zecimal.

Pentru prima datd apare zero, nume venit din latinescul ,.zephrum®, la randul
sau derivat din limbaaraba.

In scrierea zecimald a numerelor naturale 10 unititi formeaza o grupa numitia
zece, 10 zeci formeaza o noud grupa numita suta, s.a.m.d.

Invatarea numiratului a apirut ca necesara omului din trecutul foarte
indepartat. De-a lungul timpului, diferite popoare au inventat si au dezvoltat mai
multe sisteme de numeratie.

Mesopotamienii foloseau urmatoarele cifre:

v=1; 4=10 ; ¥ =60. Exemplu:45=4444dvVvVVY
Acesta este un sistem pozitional si s-a dezvoltat Intre anii 3000 si 2000 1.Hr.
Egiptenii foloseau un sistem cu simboluri scrise numite hieroglife:

| =1 (o liniutd); N = 10 (un val); 9= 100 (o funie); i =1000 (o floare de lotus) ;

[ = 100000 (deget arititor) ; % = 1000000 (om).
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o . . . a
. Determinati numerele prime a, b, c stiind ca > =

Dovediti-va iscusinta!

. Determinati multimea A = {x € N/20 <2x + 3 <97 si x este numar prim}.
. Aflati numerele prime x, y, z stiind ca: 100x + 200y + 600z = 3800.
. Determinati toate tripletele de numere prime care verifica toate relatia:

2a+5b+c=35.

32,5
o

. Determinati toate numerele naturale m si n care au proprietatea ca 2" + n, 2" + m

si m + n sunt simultan prime.

. Determinati tripletele de numere prime, de forma (%; EE) iribeiz&zece.

&
B_F

\
. Determinati cvartetele de numere prime de forma_ (ab ac\ad ae) 1n Baza zece.

. Si se determine numdrul natural n stiind cd #eginiil sa1 sunt \gumere prime iar

suma divizorilor lui n este 2n.

. Fie numarul natural abcdefghi cu sumagCifiglor egqlé@ii 19. Scrieti al 9-lea

termen din sir in ordine crescatoare, apdi in‘etding-descrescatoare.

10. Fie suma S =9 + 99 + 999 + ... + 99%, §99 + 201>

11.

12.

13.

14.

A5 000 deo ¢,
a) Calculati suma S. QW XV
b) Daca renuntam la 2012 care ar fi noybrezultat? Calculati in doud moduri.
Cinci numere reale pozmve au proprletatea cd, dacd din suma oricaror trei se
scade suma celor doud ramase, diferenta obtinuti este pozitivd. Demonstrati cd
produsul tuturer.celor zece astfel de diferente nu este mai mare decét patratul
produsului eelor einei nutfiére initiale.
Unele numere se numesc numere triunghiulare. Primele numere triunghiulare
sunt: 3,46, 105,15, 21, 28. In desenul de mai jos sunt reprezentate primele
numere triunghiulare. Desenati-le pe urmatoarele doud numere.

3 6 10 15

Un numdr se numeste 5-balansat dacad scris in baza 5 are 4 cifre si suma
primelor doud cifre este egald cu suma ultimelor 2 cifre. Aflati numarul
numerelor 5-balansate.

Aratati cd existd o infinitate de numere naturale prime de forma 4n — 1 si de
forma 6n — 1, unde n € N.
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TEMA 3. METODA REDUCERII LA ABSURD

,, Viata este buna doar pentru doua lucruri:
a studia matematica §i a o profesa.”
(S.D. Poisson)

Matematica este una din cele mai vechi stiinte care a cunoscut o puternica
dezvoltare in perioada antichitatii.

Ea a izvorat din necesitatea de a rezolva anumite probleme practice (cum ar fi
masurarea pamantului) si, la inceput, in Egipt, Mesopotamia, China, India, Grecia
etc, au fost obtinute rezultate matematice remarcabile, totusi ele aveau un caracter
empiric si, desi se ajunsese la ideea de demonstratie a unui rezultat matematic,
aceste demonstratii nu s-au pastrat in mare parte. »

In Grecia antici, matematica capitd o dezvoltare superioara cons:utulndu se
ca stiintd deductiva, apar demonstratii matematice sistematices apar LElementele
lui Euclid care au reprezentat un salt calitativ dfi dezvoltarea hatematicii, ele
constituie o primd incercare de a fundamenta logi€,6 disciplind matematicd
(geometria elementard), astfel incat axiomatica lui Fuelid a satisfacut multd vreme
cerinele rigorii logice, constituind obiectul a deua milenii.de Cercetari si cautari.

Tot in Grecia anticd se dezvolta 51 loglca care apar a deja ca o stiintd in
lucrarile lui Aristotel. QY

In dezvoltarea matematicii 1nstruméntul f01051t l-a constituit diverse operatii
logice, dar logica insasi, ca sfiinfa, aré un con‘;lnut obiectiv, ea izvorand prin
abstractizarea unor procese ale® 1um11 mat\rlale Intre cele doua stiinte a existat o
profunda interdependentas Matematlca $sa” dezvoltat si s-a formalizat pe baza
logicii, dar mai apoi logicasinsasi s-a forthalizat, folosind instrumente matematice.

Pentru a intelege Mhce cénsta Mefoda reducerii la absurd si trecem in revisti
citeva elemente ale logicii matemdtice.

Logica smatematica, studiaza propozitiile in alt context fatd de gramatica.
Astfel, din punct desvedere al logicii matematice, o propozitie este un enunt, care
intr-un context dat, este fi¢ adevarat, fie fals.

Conceptul de adevar ii este datorat lui Aristotel, care considera o propozitie
adevdrata daca afirmatia exprimata de ea corespundea unui fapt.

Logica matematicad studiaza propozitiile numai din punct de vedere al valorii
lor de adevar.

Pana 1n anul 1992, celebra Teorema a lui Fermat: ,Pentru orice n € N, n > 3,
nu existd numere Intregi nenule x, y, z astfel incat x” + )" = 2" nu s-a putut afirma
multe secole, dar nici infirma. Un asemenea enunt se numeste conjecturd. Abia in
anul 1992, matematicianul american Andrew Wiles a reusit sia demonstreze
aceasta teoremd, enuntul respectiv devenind o propozitie adevarata, nemaifiind
astfel o conjectura.
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Legile fundamentale ale logicii clasice

(D Legea identitatii. In acelasi timp si 1n acelasi raport, orice obiect este identic cu
el Tnsusi.

@ Legea dublei negatii. Negatia negatiei unei propozitii este propozitia data.

B Legea contradictiei. Doua propozitii contradictorii nu pot fi ambele adevarate:
pot fi ambele false sau una adevarata si alta falsa.

@ Legea tertului exclus. Dintre doud propozitii contradictorii cel putin una este
adevarata.

Observatie: Din @ si @ rezultd ca doua propozitii contradictorii nu pot fi

simultan adevarate, nici false (una este falsa si cealalta adevarata).

(® Legea transpozitiei sau contrapozitiei. Daca intr-o implicatie'il\ilo/cuim ipoteza
cu negatia concluziei si concluzia cu negatia 1potezel obt;‘mem Q\prOpOZI‘;le

echivalenta. ((p — q) = (non q — non p)). & N\ ‘\,/
Observatii: L ‘O
1. In unele situatii demonstratia unei teoreme dlrecte prezmta dlﬁculta‘;l in timp ce
demonstratia contrarei reciprocei este una simpla. '
2. Metoda prin care in loc sd demonstram, tegréta dlrect\{r demonstrdm contrara
reciprocei se numeste metoda reducerii la \absird. O

3. Pentru a utiliza aceasta metoda in demonstra‘;le procedam astfel: Presupunem ca
nu este adevaratd concluzia §i, prmtr—un sit"\de rationamente, ajungem la o
propozitie contrarda ipotezei, sau\a unei parfi din ipotezd sau unei informatii
dinainte cunoscuta ca fiind, adevarata Ajungem, deci la o propozitie falsa, absurda.
Inseamna ca premisa de Ia carchaff pormt &ste falsa. Deci, concluzia este adevarata.

Exemplificam utlhzarea metodel reducerii la absurd prin cateva exemple:

1. Arétati cd nu@Xistdun numar care impdrtit la 2 si dea restul 1 si impartit la 4 sa
dea restul 2. >,

Demonstratie./Presupunem prin absurd, ca existd numarul natural n care impartit la
2 sa dea catul a sirestul 1 si impartit la 4 sa dea catul b si restul 2. Conform
teoremei impartirii cu rest avem: n=2a+ 1 sin=4b+2,deunde 2a + 1 =4b + 2,
sau 2a — 4b = 1. Déci 2(a — 2b) = 1, din aceasta deducandu-se ca 2 il divide pe 1,
absurd. Deducem ca presupunerea facuta este falsa.

_ \/; -6

2. Sa se rezolve in multimea numerelor reale pozitive sistemul: |y — Jz=6
~Jx=6.

Se observa ca xo = yo = zo = 9 este o solutie a sistemului. Aratdm prin reducere la
absurd cd solutia este unicd. Prin absurd, sa presupunem ca sistemul ar mai avea
solutia (x1, y1, z1) cux; <.
Din primele doua ecuatii ale sistemului rezulta ca: x; —y; = \/yT —\/Z <0, de unde
y<zi. (1)
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Dar, scazand ultimele doud ecuatii ale sistemului, rezultd ca: y —z1 = [z, —/x, <0,

de unde z; <x;. (2) Din (1) si (2) rezulta y; < z; <x; in contradictie cu x1 < yi.
Analog, se analizeaza cazul x; > y;. Din x; = y1 = zy, si din prima ecuatie rezulta x; = 9.

3.Sdsearate ci \/5 ¢ Q.

Demonstratie. Presupunem, prin absurd, ca \/g € Q. Deciexistaim,ne Z,n#0
astfel N5="" si (m, n) = 1. Din 5 =" rezultd 51> = m* (1), de unde 5/n’,
n n
5 fiind prim implica 5/m, adicd m = 5m; (m € Z). Inlocuind in relatia (1) se obtine
n* = 25mi%, de unde 5/n . Deci 5/m si 5/n , ceea ce contrazice faptul ci (m, n) = 1.
Contradictia provine din faptul ca am presupus ca J5 € Q.

Dovediti-va iscusinta!

1. Suma a 100 de numere naturale impare este 9998 Sa Sex arate ca cel putin doua
dintre ele sunt egale. ' *

2. Exista un numar natural care 1mpar;1t la 38 da restgk 19 si impartit la 57 da restul
17? \

3. Fie numarul natural n= abcde7 SCI‘IS in baZa zece. Demonstrati ca dacad n este
divizibil cu produsul cifrelop Yale amncmel putin doud dintre cifrele a, b, ¢, d, e
sunt egale (Concursul mterjude,tedn ,,Dtmttrte Pompeiu*, Botosani, 2012, Catalin Budeanu)

4. Si se arate ci din IZ/mundere natlirale nenule in baza zece a ciror sumi nu
depaseste 497, intotdeatind se pat dlege doud numere ce au suma egald cu 17.

2 (

> ./ i’ el . e
5. Demonstrati.ca fractia ER] este ireductibila, oricare ar fin € N.
n-—n+

6. Demonstrati ca exista un singur triplet de numere prime impare consecutive.
7. Sa se arate ca dacain numar natural de patru cifre distincte este divizibil cu 21,
atunci una din cifrele sale este 5.

8. Daca doua unghiuri, diferite de unghiul nul, sunt complementare, atunci ambele

unghiuri sunt ascutite.

9. Dacad in triunghiul 4ABC bisectoarea unghiului <A4BC nu este si indltime, atunci

unghiul <BAC nu este congruent cu unghiul <ACB.

10. Sa se arate ca 1n orice triunghi centrul cercului Inscris nu este situat pe nici una
din liniile mijlocii ale triunghiului.

11. Intr-o sald a Olimpiadei Internationale de matematica sunt 9 elevi. Ei descopera
ca printre fiecare trei dintre ei, cel putin doi vorbesc aceeasi limba. Daca fiecare
participant poate vorbi cel mult 3 limbi straine, sd se demonstreze ca exista cel
putin 3 elevi care vorbesc aceeasi limba.
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TEMA 17. REBUS MATEMATIC

1. Completati careurile de mai jos cu numere din cate trei cifre, respectind

conditiile de mai jos.

a) 1. Suma cifrelor de pe fiecare linie si coloana este aceeasi.

2. Numerele de pe toate liniile si coloanele sunt divizibile cu 3.
3. Toate numerele de trei cifre utilizate au cifre distincte.

b) 1. Numerele de pe liniile 1, 2 si 3 sunt patratele unor numere

prime cuprinse intre 10 si 20.
2. Nu se foloseste cifra 0.
3. Numarul de pe coloana 1 este par.

4. Numarul de pe diagonala principala este patrat perfect

1 23

N

1 23

2. Completati careul de mai jos, cu numere din cate 5 cifge, respectand condl‘;llle de

mai jos.

1. 1 vertical = 19 - 3900;
2. 2 vertical =37 - 1086;
3. 3 vertical = 13 - 0,624;
4. 4 vertical = 11 - 8,43;
5. 5 vertical =27 - 16,9;
6. 2 orizontal = 3,5 - 11,5;
7.

L §

3 orizontal = 9,3 - 12. ; ‘;\\\,\_\

V 4

y 4 ;2153 4 s

1
2
4

¥

3. Completand pe orizontaldsgu. denummle corecte veti obtine pe verticala AB,
numele unui instrument fOlOSlt in \Qonstruc‘;la

dreptelor paralele.  /# 7
1. Propozitie matemati¢d. / ,
2. Trei puncte situate pe actlasi segment
3. Mare matematician din Aléxandria.

4. Simbolarile sunt continuteAn ...

5. Paralelogramul cu doua laturi consecutive

congruente.

matematice.

[ N O S R

[ L[]

B

4. Completati pe orizentala cu denumirile corecte, conform definitiilor date, obtinand,
astfel, pe verticala AB, denumirea ,,reginei stiintelor”, datd de K.F. Gauss.

1. Dreapta care uneste un varf al
triunghiului cu mijlocul laturii opuse.
2. Pozitia punctului P(x, y) este
determinata de... si de ordonata.

3. ... este determinat de trei puncte
necoliniare.

4. Un ansamblu de semne, caruia i s-a
dat un sens se numeste....

5. .... este o notiune primara.

6. Una din proprietatile Tnmultirii.

112
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IDEI DE ABORDARE

1. De exemplu:

o
[oo[ro] ||
w

Fig. 12 Fig. 13

3. Solutia este asa numita ,,cruce elvetiana”. Fig. 14

Fig. 15 Fig. 16,0
7. 31 patrate, 124 triunghiuri, 87 drep \ﬂ
8. 35 triunghiuri. f{\Q'

9. 78 triunghiuri, 11 hexagoanm 66\£Mbu .
O

10. 54 dreptunghiuri.

11. 100 triunghiuri. ‘ }
® 5
o’/o— ® (o Q(/ 4 4 3
) ° (] ) v
12. [} [ ] [ [ J
\ao 2 3 1 2
Fig. 18 Fig. 19 Fig. 20

13. Varfurile si centrul unui hexagon regulat (figura 19).
14. Varfurile si centrul unui patrat (figura 20).

Fig. 21 Fig. 22 Fig. 23
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19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

Un calculator afiseaza un sir de numere astfel ca oricare trei termeni consecutivi
ai sirului au suma 37. Se stie ca al treilea termen al sirului este 11, iar al zecelea
termen al sirului este 9. Aflati ce numar va fi al 2002-lea termen al sirului.
(Arhimede, 2002)

La ceasul din figura 8, minutarul a cazut.
a) Asaza minutarul astfel Incat cele doua limbi sa fie perpendiculare.
b) Precizeaza momentul pe care il aratd ceasul reparat de tine.

(La scoala cu ceas, 2002)
Am ales doud numere impare consecutive. Produsul lor 1-am marit

cu 1 si am gasit suma 784. Spune-mi ce numere am ales?
(La scoala cu ceas, 2002)

Fig. 8

Sectionati un paralelogram, cu lungimile laturilor AD = a, AB =2a si <€ A = 60°,
o singura datd, apoi cu cele doud poligoane obtinute forma‘;l

a) un triunghi echilateral; ololof|ofo
b) un dreptunghi. (La scoala cu qeas, 2002) Lololololo
Pe fiecare din cele 5 randuri orizontale, verticalg si diagenale dity 5T 1010l o
figura 9 se pot numara 5 cerculete. Eliminati cate ;5" cerculete

astfel incat pe fiecare rand, coloana, respectiv, diagonala sa.poati il el S S
fi numarate numai cate 4 cerculete. (Arhingede, 2001) |©]0]0|0]0

Fig. 9

Crerer S

Principiul includerii si excluderii

Fiind date multimile finite A si B, avem relatia:
card(A U B) = card A + card B — card (A N B).

Fiind date multimile finite A, B si C avem:
card (AUUBUC)=card A + card B + card C — card(A N B) —

—card(A N C) —card(B N C) +card (AUBU Q).

Intr-o clasi sunt 25 de elevi. 12 joacd handbal si 16 joaca baschet. Cati elevi
din clasa joaca handbal si baschet?

Cate numere naturale, nenule, cel mult egale cu 2017, sunt divizibile cu 3 sau
cu S saucu7?

Se considera multimea A = {1; 2; 3; 4; ...; 39; 40}.

a) Aratati ca exista o submultime B a multimii A astfel incat B — A, card B =8
si oricare ar fi patru elemente distincte doud cate doua din multimea B, suma a
doua dintre aceste numere nu este egala cu suma celorlalte doua elemente.

b) Consideram multimea C =B U {a}, unde a € A si a ¢ B. Demonstrati ca in
multimea C exista patru elemente distincte doud cate doua Incat suma a doua
dintre ele este egald cu suma celorlalte elemente. (Artur Baliuca)
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