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c lasa a  V I I -a  
 

ETAPA LOCAL� 
 
 

 Alba 
7.O.1. Ar�ta�i c�:  

a) 192 13 6 8+ + +  + 22 3 35+ +  < 19; 

b) 11 6 20 42+ + +  < 5. 

7.O.2. a) Rezolva�i ecua�ia: 
1 2 ... 2019

2020 2019 2018 ... 1

+ + +
− + −

 + 1 = 1 + x + 2 + x + ... + 40 + x. 

 b) Ar�ta�i c� ecua�ia 
2019

4 2 3

+

+

x
 = 

12 6 3
( 1010)

3
y− +  are o infinitate de solu�ii numere naturale. 

7.O.3. Fie ABCD un p�trat de centru O, iar E ∈ AC astfel încât m('EBC) = 15°. Fie EF bisectoarea 

unghiului AEB, F ∈ AB, M mijlocul lui EF, iar MN � AC, N ∈ AC. Dac� MN ∩ BE = {P}, iar BE =  

= 12 cm, afla�i-l pe FP. 
7.O.4. Fie E, respectiv F mijloacele laturilor BC, respectiv CD ale paralelogramului ABCD. Fie  

PE || AF, P ∈ AB, PE ∩ AC = {M}, PC ∩ FM = {T}, PC ∩ FE = {S}. 
a) Ar�ta�i c� AP = 3 � PB. 

b) Ar�ta�i c� +SE TM
SF TF

 = 1. 

 

 Arad 

7.O.5. Ar�ta�i c� 
7 7 7 7

1 1 1 ... 1
1 2 3 9

� �� �� � � �+ + + ⋅ ⋅ +� �� �� � � �	 
	 
	 
 	 

 = 

9 9 9 9
1 1 1 ... 1

1 2 3 7
� �� �� � � �+ + + ⋅ ⋅ +� �� �� � � �	 
	 
	 
 	 


.  

7.O.6. Pe prelungirea laturii CD a paralelogramului ABCD se ia punctul P astfel încât CD = 2 � DP. 
Not�m BD ∩ AP = {M}, BC ∩ PA = {N}, DN ∩ AB = {G}. Demonstra�i c� G este centrul de 
greutate al triunghiului MBN. EDITURA P

ARALE
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7.O.7. a) Demonstra�i c� 
2 2 2 2

1 1 1 1
...

2 3 4 2018
+ + + +  < 1.  

b) Ar�ta�i c� oricare ar fi n, num�r ra�ional pozitiv, astfel încât 
1 2 2018

...
1 2 2018n n n

+ + +
+ + +

 = 2017, 

atunci 
1 1 1

...
1 2 2018

+ + +
+ + +n n n

 = 
1

n
. 

7.O.8. În triunghiul ABC, AB = AC, m('A) = 40°, consider�m D ∈ (AC) astfel încât m('ABD) = 60°. 

Bisectoarea unghiului A intersecteaz� dreapta BD în E, iar T apar�ine bisectoarei unghiului A, astfel 

încât E ∈ (AT) �i ET = AB. Ar�ta�i c� ABTC este romb. 
 

 Arge� 

7.O.9. a) Dac� x = 
1 1 1 1

9 8 8 7 7 6 6 5
+ + +

+ + + +
, y = 

6 5 8 6 9 8

30 48 72

� �− − ++ +� �� �	 

 :  

: 
1

3 5
, calcula�i media geometric� a numerelor x �i y. 

b) Afla�i elementele mul�imii:  

A = 
23 5 7 (3 2 5) 6 2 5

2 5
x

x

� �
 
− + + + −∈� �∈

 
−� �
� � . 

Dumitru Borocan 

7.O.10. Ar�ta�i c�, dac� a, b, c sunt numere ra�ionale pozitive cu 
1 1 1

1+ + =
a b c

, atunci: 

a) 
1

( )( )
=

+ + +
a

a bc a c a b
; 

b) 
1 1 1 2

( 1)( 1)( 1)
+ + =

+ + + − − −c ab a bc b ca a b c
. 

Gazeta Matematic� nr. 9/2018 

7.O.11. Se consider� dreptunghiul ABCD, E mijlocul lui (AD) �i F ∈ (DC). Dreptele BE �i CD se 
intersecteaz� în punctul M, AF �i BC în N, ND �i BM în P. Demonstra�i c� 'FAC � 'PAM. 

Cosmin Manea �i Drago� Petric� 
7.O.12. Fie ABCD un romb �i P un punct în interiorul s�u, astfel încât AP = AB. Fie M mijlocul 

segmentului PC, N �i Q mijloacele laturilor AD �i AB. Ar�ta�i c� BP ⊥ MN �i DP ⊥ MQ. În ce caz 

MP ⊥ NQ? 
Marin Chirciu 
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 Bac�u 

7.O.13. a) Ar�ta�i c� ∀ n ∈ �* are loc egalitatea: 1 + 3 + 5 + ... + (2n – 1) = n2. 

b) Ar�ta�i c� num�rul:  

A = 1 + 1 3 5+ +  + 1 3 5 7 9+ + + +  + ... + 1 3 ... 2021+ + +  

este p�trat perfect. 

7.O.14. Fie numerele ra�ionale pozitive a1, a2, ..., a2018, astfel încât suma lor este 1 �i 1

2

a
a

 = 2

3

a
a

 = ... =  

= 2017

2018

a
a

 = 
1

3
. 

a) Ar�ta�i c� 1 + 3 + 32 + ... + 32017 = 
20183 1

2

−
. 

b) G�si�i a2018. 
7.O.15. Fie ABCD paralelogram, M ∈ (AB), N ∈ (CD), astfel încât [AM] � [NC] �i O este centrul 

paralelogramului. 
a) Demonstra�i c� M, O �i N sunt coliniare. 

b) Dac� aria lui ABCD este 24 cm2 �i 
1

3

AM
AB

= , afla�i aria triunghiului NOC. 

7.O.16. Fie O intersec�ia diagonalelor paralelogramului ABCD �i M ∈ (AO), iar N ∈ BD astfel încât 
MN || AB. Dac� {E} = DM ∩ AB, {F} = AN ∩ BC, iar BE � CF, demonstra�i c� ABCD este romb. 
 

 Bihor 

7.O.17. Ar�ta�i c� { } { } { } { }1 3 5 ... 49+ + + +  < 18, unde {x} reprezint� partea frac�ionar� a nu-

m�rului x. 

7.O.18. G�si�i numerele naturale m �i n pentru care 
4 2

2 3

n n
m m

−=
+

. 

7.O.19. Fie M �i N mijloacele laturilor [AD], respectiv [DC] ale rombului ABCD, BM ∩ AC = {P}, iar 
BN ∩ AC = {T}. 
a) Ar�ta�i c� MNTP este un trapez isoscel. 

b) Dac� AN ∩ BD = {G} �i GP � AB, demonstra�i c� ABCD este un p�trat. 

7.O.20. Pe laturile triunghiului ABC consider�m punctele M ∈ (BC), N ∈ (AC) �i P ∈ (AB), astfel 
încât AM ∩ BN ∩ CP = {O}. Ar�ta�i c�:  

+ +MO NO PO
MA NB PC

 = 1. 
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c lasa a  V I I I -a  
 

ETAPA LOCAL� 
 
 

 Alba 
8.O.1. a) Ar�ta�i c�, pentru orice numere reale x, y pozitive, nenule, este adev�rat� inegalitatea:  

2 1
1− ≤

+x y xy
. 

b) Demonstra�i c�, pentru orice numere reale a, b, c pozitive, nenule, pentru care a + b + c = 1, este 
adev�rat� inegalitatea: 

1 1 1 1+ + ++ + ≤
+ + +

a b c
b c c a a b abc

. 

8.O.2. a) Rezolva�i în mul�imea numerelor reale ecua�ia 5 3 1 2 37 38+ + − + − =x y x y . 

b) Rezolva�i în mul�imea numerelor naturale ecua�ia xyz + 2z + 6x + 3y = 2xz + yz + 3xy + 2023. 
8.O.3. Fie E un punct situat pe muchia AA' a paralelipipedului ABCDA'B'C'D' �i fie M, N, P respectiv 

proiec�iile vârfului A pe EB, EC, ED. Ar�ta�i c�: 

a) CE � (MNP); 

b) + =MB PD NC
ME PE NE

. 

8.O.4. Se d� ΔABC echilateral de latur� 12 cm �i punctele E, F ∈ AB, astfel încât AE ≡ EF ≡ FB, iar  

EM � AB, M ∈ AC. Se ridic� MN � (ABC), MN = 6 cm. 

a) Calcula�i distan�ele de la N la vârfurile triunghiului ABC. 
b) Dac� P ∈ MN, NP = 2 cm, afla�i m�sura unghiului diedru dintre (PAF) �i (ABC). 

c) Dac� MS � AP, S ∈ AP �i MT � FP, T ∈ FP, afla�i m('(ST, ME)). 

 

 Arad 

8.O.5. a) Dac� x, y ∈ � astfel încât –2 ≤ x ≤ 3 �i x – 5y + 2 = 0, calcula�i: 

2 2 2 2( 2) 2 ( 3) 2( 1)E x y x y= + + + − + − . 

b) Ar�ta�i c�, dac� (x – 2)2 + (y – 3)2 = 9, atunci x ∈ [–1; 5] �i y ∈ [0; 6]. EDITURA P
ARALE

LA
 45
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8.O.6. Se consider� numerele:  

( ) ( ) ( ) ( )2 1 3 2 4 3 ... 2019 2018= + ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ −A  �i 

( ) ( ) ( ) ( )2 1 3 2 4 3 ... 2019 2018= − ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ +B . 

a) Calcula�i A · B �i ar�ta�i c� A + B > 2. 

b) Calcula�i 
1010
� �
� �⋅� �

B
A

, unde [x] reprezint� partea întreag� a num�rului x. 

8.O.7. În paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D', cu AA' = 3 5  cm, AB = 6 cm �i BC = 3 cm, 
not�m cu M mijlocul segmentului AB. Afla�i tangenta unghiului determinat de planele A'DM �i 
D'DM. 

8.O.8. Fie SABC o piramid� triunghiular� regulat� de baz� ABC. Punctul M este mijlocul muchiei BC, 

m�sura unghiului dintre dreptele SM �i SA este egal� cu 90° �i SA = 6 2  cm. 
a) Ar�ta�i c� triunghiul SAC este dreptunghic. 
b) Fie A', B' mijloacele muchiilor SA, respectiv SB, iar P �i Q proiec�iile punctelor A' �i, respectiv, B' 
pe planul (ABC). Calcula�i aria triunghiului CPQ. 

 

 Arge� 
8.O.9. Fie numerele reale x �i y care verific� rela�iile x + 5y – 1 = 0 �i x ∈ [6; 11]. Demonstra�i c� 

num�rul a = 2 2 2 212 2 37 22 4 125+ − + + + + − + +x y x y x y x y  este ira�ional. 

8.O.10. Fie num�rul 
2017 2017

9 111...1555...5 9= ⋅ +������A . Calcula�i A . 

Gazeta Matematic� nr. 1/2018 
8.O.11. În cubul ALGEBRIC: 

a) demonstra�i c� AI � (BEL); 

b) calcula�i o func�ie trigonometric� pentru unghiurile determinate de dreptele RC, LG �i, respectiv, 
AG cu planul (BEL). 

8.O.12. Fie G1 �i G2 centrele de greutate ale triunghiurilor BDC, respectiv ACD, situate în plane 

diferite, N mijlocul segmentului (CD), M ∈ (AB) astfel încât 
5

3
=AB

BM
 �i MN ∩ AG1 = {E}. Ar�ta�i 

c� EG2 || (BCD). 
 

 Bac�u 

8.O.13. Determina�i numerele reale x, y, �tiind c� verific� rela�ia 2 2 9
2 2 0

4
+ + − + =x y x y . 

8.O.14. a) Dac� a, b sunt numere reale �i x, y sunt numere reale strict pozitive, demonstra�i inegalitatea 

( )22 2 +
+ ≥

+
a ba b

x y x y
. Când se ob�ine egalitate? 
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b) Determina�i numerele reale strict pozitive x, y, z ce verific� rela�iile x + y + z = 27 �i 
1 1 1 1

2 2 2 3 2 4 10
+ + =

+ + + + + +x y y z z x
. 

8.O.15. Se consider� o piramid� patrulater� regulat� SABCD, cu latura bazei AB = 12 cm. Determina�i 
în�l�imea piramidei, �tiind c� m('((SBC), (SAC))) = 60°. 

8.O.16. Se consider� tetraedrul ABCD �i fie M, P, N, Q, R, S mijloacele muchiilor AB, BC, CD, DA, 
AC �i, respectiv, BD. 
a) Demonstra�i c� dreptele MN, PQ �i RS sunt concurente. 

b) Dac� AB � CD �i AC � BD, demonstra�i c� patrulaterul MRNS este dreptunghi. 

 

 Bihor 
8.O.17. Fie ABCDA'B'C'D' un cub, M mijlocul muchiei D'C' �i DT � MC, T ∈ MC.  

a) Ar�ta�i c� DT � (MBC). 

b) Dac� distan�a dintre dreptele AD �i BM este 5a , determina�i lungimea muchiei cubului. 

8.O.18. a) Demonstra�i c� + + ≤ + +xy yz zx x y z , (�) x, y, z > 0. 

b) Afla�i maximul expresiei + + + + +ab ac ab bc ac bc , unde a, b, c > 0 �i a + b + c = 2019. 
8.O.19. Cei 28 de colegi ai lui Gigel au venit în vizit� la el. Gigel are un baton de ciocolat� sub form� 

de paralelipiped dreptunghic, ABCDA'B'C'D', cu AB = 5 cm, BC = 3 cm �i AA' = 4 cm, pe care 
dore�te s�-l împart� cu colegii �i fratele lui, astfel încât fiecare s� primeasc� un paralelipiped 
dreptunghic cu dimensiunile de 1 cm, 1 cm �i 2 cm. Fratele lui fiind mai mic, se gr�be�te �i î�i 
m�nânc� por�ia, înc�lcând îns� regula stabilit� de Gigel. �tiind c� fratele lui a mâncat dou� 
cubule�e, fiecare cu muchia de 1 cm, unul cu un vârf în A �i cel�lalt cu un vârf în B, afla�i dac� 
Gigel mai poate împ�r�i ciocolata dup� regula stabilit� de el ini�ial. 

8.O.20. a) Demonstra�i c� restul împ�r�irii unui p�trat perfect la 3 nu poate fi 2. 

b) Fie a = 2 2 2 11+ + +p q r  ∈ �, unde p, q �i r sunt numere prime, cu p < q < r. Ar�ta�i c� p = 2, 

iar apoi determina�i numerele q �i r. 
 

 Bistri�a-N�s�ud 
8.O.21. Afla�i valoarea minim� a expresiei E(x) = x2 – x + 1. 

8.O.22. Afla�i numerele reale pozitive x �i y, astfel încât x + 4y + 1 = 2 2+ +x y xy . 

8.O.23. Afla�i dimensiunile unui paralelipiped dreptunghic, �tiind c� acestea sunt invers propor�ionale 

cu 0,(2), 
1

2
 �i 2, iar lungimea diagonalei paralelipipedului este 14 2  m. 

8.O.24. Fie VABC o piramid� regulat� cu baza triunghiul echilateral ABC �i M mijlocul laturii BC. 
Dac� triunghiul BMV este isoscel, determina�i m�sura unghiului dintre dreapta AV �i planul (VBC). 
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