Capitolul - .
piotu XPermutan

§1. Notiunea de permutare, operatii, proprietati

Fie A4 o multime finita cu n elemente, unde n € N*. Natura elementelor multimii 4 nu
prezinta interes pentru studiul pe care il intreprindem in continuare si le vom nota cu 1, 2,
vy I, ..., 1, 1a fel ca pe primele n numere naturale diferite de zero. Asadar 4 = {1, 2,..., n}.
Vom presupune ca intre elementele lui 4 avem relatia de ordine naturala:

1<2<.<i<..<n.

Definitie

Daca4={1,2,...,n}, atunci o aplicatie bijectiva 6 : 4 — A se numeste permutare de
grad n.
Vom nota cu § multimea tuturor permutarilor de grad n.

O permutare G € S, este prezentata, de reguld, cu ajutorul unui tablou cu doua linii:

. 1 2 .. i .. n
o= ,
O %= 50) o) . o(i) . o(n)
in prima linie fiind trecute, in ordine naturald, numerele 1, 2,..., i,..., n, iar in cea de a doua
linie fiind inserate imaginile acestora prin ¢, anume (1), 6(2),..., 6(i),..., 6(n).
Cum © este aplicatie bijectiva, in cea de a doua linie a tabloului (*), fiecare numar
natural i, 1 <i < n, apare numai o singura data.

y . 1 2 3 4 5
PermutareaG € §,, G=[3 s 1 9 4} este aplicatia bijectiva
0:{1,2,3,4,5} —> {1,2,3,4,5} care actioneazi astfel: 6(1) =3, 5(2) =5,
c(3)=1,0(4)=2si0(5) =4.
A da o permutare G € S revine la a insera in cea de a doua linie a tabloului (*)
numerele 1, 2,..., i,..., n intr-o anumitd ordine. Daca intai precizam valoarea lui 6(1), pentru

ca numarul permutarilor de grad n este egalcun- (n—1)- (n —2)- ... - 2- 1 = n!
Daca in cea de a doua linie a tabloului (*) trecem primele » numere naturale nenule
1 2 .. i

in ordine naturald, se obtine permutarcae€ S , e = (1 5 )
U

n .
J , humita permu-
n

tarea identicd. Avem e(i) =i, oricare arfiie A= {1, 2,..., n}.
Evident e coincide cu aplicatia identica a multimii 4 = {1, 2,..., n}.
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Dacio,me §, atunci compusa 6 °© T a permutarii G cu permutarea 7t
com :{1,2,3,4,5} = {1,2,3,4,5}, (6 o m)(i) = 6(n())
este, de asemenea, permutare de grad n deoarece compusa a doua aplicatii bijective este o
aplicatie bijectiva. Reprezentarea lui 6 o  sub forma de tablou cu doua linii este:

I 2 . i . nm
Gon_(c(n(l)) G(’]’[(z)) . G(W(i)) G(n(n))]'

_ _ 1 2 3 4 1 2 3 4
Dacio,me S, 0=[3 } 75:(2 | 4 3J,atunci
1 2 3

4 1 2)
— 4 -
Goﬂ:—[c(n(l)) o(n(2)) o(rn(3)) G(n(4))]_

faty oty ot ot > 3 1)

De asemenea,

Ooe=

1 2 3 4
eo0 = =

B 1 2 3 4 (1 2 3 4 s
B e(3) e(4) e(l) e(2)J_(3 4 1 2)_

Orice permutare G € S este aplicatie bijectiva, deci admite inversa, de forma:
o'AL2,...n}—>{1,2,..,n},
definita prin: o l()=ie=j=0(),
Se observa ca 6! este tot permutare de grad ».
Cum (60 6-)() = (6(6" (i) = 6()) = 5i (5~ © G)(i) = (0~ (6(0)) = 0" (j) = i, avem
coc'=0c'oc0o=e

— - 1 23 4 5
Dacice S, cz( J,avemo(l)—4, 0(2)=2,06(3)=5,0(4)=3,

4 2 5 3
o(5)=1,decic'(4)=1,07'2)=2,67'(5)=3,07!(3)=4sio!(1)=5, de unde:

1[12345 12345}
o = =

€S, sicoc'=0"00=
52 413 1 2 3 45
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Proprietati ale operatiei de compunere a aplicatiilor de multimi se regasesc si pentru
operatia de compunere a permutarilor. Astfel:
(HhVo,mte S,(0omeT=00 (Mo T) (asociativitate);
2)Voe §,00e=ec0=0 (eeste element neutru);
3)VoeS,30'eS,000 ' =0 co=e (orice permutare are inversd).

\!

N

def
Dacd 6 € S, atunci submultimea 4_a multimii 4 = {1, 2,...,n}, 4, = {i € A| G(i) # i}

se numeste suportul permutdrii C.
Evident4 =Jd & o =e.

1 23 456

T A el

RRIRKKRNRY . A
O permutare T € S , n > 2, se numeste transpozitie dacd existaisi jin4= {1, 2,..., n},
i #j, astfel incat t(i)=j,t())=isit(k)=k ¥V ke A\ {i,j}.

Transpozitia T € S, pentru care T(7) = si T(j) = i se noteazd cu T = (i,/) sau T = (j, i).

n(n-1)
2

In multimea S apermutarilor de grad n, n > 2, exista C = transpozitii.

Suportul unei transpozitii T = (i, /) este 4. = {7, j}.

— . 123
1. Permutdrile T, T,, T, € S, rl=[1 i ;)=(2,3),rz=(3 5 1j=(l,3)

1 23
si Ty =[ ) 1 3) = (1, 2) sunt singurele transpozitii din .

. 1 23 45 6
2.Dacat=(2,5)€ S, atunci 1= .
1 53 4 26

\!
Dacéd T = (i, /) € S, este o transpozitie, atunci T # e si T* = e. J

Demonstratie. Cum i # si ©(7) =/, avem T # e. Cum 72(i) = ©(1(2)) = 1(j) = i, T*() = T1((j)) =
=1(i) = si T2(k) = 1(1(k)) = ©(k) = k, oricare ar fi k#1i,/, rezultd ca: > =e.

Fieoe §,0#e,i€ A_sij=o(i). Au loc urmitoarele:
1.je .
2.Dacat=(i,j)sin=cot,atuncid CA_, A #A4_.
Demonstratie. 1. Cum i € 4 _, avem i # 6(i) = j si deci, dacd 6(j) =j = 6(i), rezulta
J = i. Contradictie. Asadar, 6()) #j, decij € 4_.
2. Daca o(k) = k, atunci k # i si k #, deci (k) = 6(t(k)) = 6(k) =k.Rezultacad C A
Avem j € A_si cum 7(j) = 6(t(j)) = 6(i) = j, rezulta ca A_este inclus strictin 4_.
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Observdm cd o transpozitie T= (i,/) € S, este 0 permutare a cdrei actiune asupra numerelor
1,2,y ey Jouen 10
revine la a permuta intre ele numerele 7 si j si a 1asa neschimbate celelalte numere:
1, 2,0ty Joeres Iyenny 1.
Teorema urmatoare stabileste cd actiunea unei permutdri oarecare 6 € S, asupra nu-
merelor 1, 2,..., n revine la a actiona (intr-o anumita ordine) asupra acestora cu un numar
finit de transpozitii.

\
\}\\ ‘\\\\\

Orice permutare ¢ € S , n > 2, se poate reprezenta ca un produs finit de transpozitii.

Demonstratie. Sa notdm cu m_numdrul elementelor lui 4_. Inductie dupd numérul m_.
Dacdm_=0, atunci 4_= O sideci 6 =e. Daca 1=(1,2),avem: e=To 1. Dacd4_# O, fie
i€ Ad,j=0(), t=(,j)sin=001.CumA CA_,avem m_<m_ Conform ipotezei de
inductie, existd transpozitiile 7, T,, ..., T, € S, astfel 1ncat co 'c n T, 0T,0..07T.

Inmultind la dreapta cu r si tmand contcator= e,seobtineG =1 °oT,0...0ToT.

Observatie:

Fiece §S,c#e,sii € A_.Siruli,i,=0(i),i,= 0(i,),... are termenii in 4 _ care este
multime finitad, deci sirul precedent are termeni care se repetd. Cum G este o aplicatie
injectiva, primul termen care se repeta este 7, si sd zicem ca a doua apariticasaestei =i
Cumi € A, avem o(i) # i, decis > 2.

F1e n 6o(i_,i)o(i,_,i_)o..o(iyi)e(i,i,).

Se verifica imediat ca: 4_=A_\{i, i, ..., i} si (k) = o(k) oricare ar fi k # i

Avem: G =mo (i, i)° (12, 13) o o(i_,, ls).

Daca n = e, egalitatea de mai sus reprezintd o descompunere a lui 6 in produs de
transpozitii. Dacd © # e, se aplicd permutérii 7 tratamentul precedent aplicat lui ¢ . Se
continud pana se obtine permutarea e si, in final, vom putea preciza descompunerea lui 6
in produs de transpozitii.

v Ay 1 2 3 4 5 6 7
Exemplu| Fiece S, o= )
i ea i

Avem4_={1,2,3,4,5,6,7}. Luimi, =1 € 4_,
Rezultd i = 1,i,=0(1)=5,i,=0(5) =4,i,= 6(4) =7, i, = 6(7) = 1. Dacd

B

N N

definim: 2 60 (4,7)0(5,4)o(1,5) (%),

atunci obtinemca 4_=4_\{1,5,4,7} = {2, 3, 6}.

Fiej, =2.Rezulta: j, =n(2) = 6(2) = 6,j,=m(6) =0(6) =3,/, = n(3) =0(3)=2si
deci, daca: 0 =m o (6,3) 0 (2, 6), atunci 4, =4 _\{2, 3,6} =
AsadarO=e,decie=mo (6,3) 0 (2, 6). Inmultlnd la dreapta cu (2 6) siapoicu
(6, 3), obtinem 1 = (2, 6) o (6, 3).

Inlocuind in (*) si inmultind succesiv la dreapta cu (1, 5), (5, 4) si (4, 7), obtinem:
6=(2,6)0(6,3)0(1,5)0(5,4)c(4,7).
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§2. Inversiuni. Semnul unei permutari

N

Fie 0 € §, n 2 2. Spunem ca permutarea ¢ prezintd o inversiune pentru perechea
ordonata (i, j), cu 1 <i <j < n, daca (i) > o(j). Notdm cu /nv(c) numarul tuturor

Inv(c

inversiunilor permutarii 6. Numarul £(o), e(c)dg(—l) = {-1,1} se numeste

semnul sau signatura permutarii G.
Vom spune ca permutarea G este para, respectiv impara daca numarul /nv(c) este
par, respectiv impar, ceea ce revine la €(6) = 1, respectiv €(6) =—1.

N J

Sa observam ca, pentru i fixat, numarul perechilor (i, j) cu i <j < n, pentru care G
prezintd inversiunii este egal cu numarul elementelor din linia a doua a tabelului:

B 1 2 .. i .. n
“Tlo@) 6(2) .. o(i) .. o)
aflate in dreapta lui 6(7), mai mici ca 6(7).

Y —

1.Fiece §,, (5:[; i z 41‘ j)
In dreapta lui o(1) = 3 existd 2 numere mai mici decat 3, in dreapta lui 6(2) =2
existd 1 numar mai mic decét 2, n dreapta lui 6(3) = 5 existd 2 numere mai
mici decat 5, iar in dreapta lui 6(4) = 1 nu existd numere mai mici decat 1.
Obtinem ca: Inv(c)=2+1+2+0=5sige(c)=(-1)’=-1, deci o este permu-
tare impara.
2.Dacdee S ,n =2, este permutarea identicd, atunci /nv(e) = 0 sig(e) = (—1)°= 1.
Deci, permutarea identica e este para.

\!

Fieo,1€ §,n22,unde t=(i,)), 1 <i<j<n.Areloc relatia: &(c o T) = —€(0).
Altfel spus:

Cand compunem o permutare G cu o transpozitie T, permutarea ¢ 1si schimba semnul
(paritatea).

Demonstratie. Fie m = 6 o 1. Avem 1(i) = 6(1(i)) = o(j), n(j) = o(1(j)) = o(i) si
1(k) = o(t(k)) = o(k), oricare ar fi k # i, j. Asadar:

_12...i...j...n_12...i...j...n
_(n(l) n(2) .. n(i) ... n(j) .. n(n)]_[c(l) 6(2) ... o(j) ... o(i) .. G(I’Z)J
Demonstram prin inductie dupa numarul m = —i.

) 1 2 . i i+1 ... nm
Daca m =1, atunci: m= ) s

o(l) o(2) .. o(i+1) o(i) .. o(n
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Inv(c)+1, dacac(i+1)>0o(i)

de unde rezultd ca: Inv(m)= {]nv(o')—l daca o(i+1)<o(i) .

Avem: g(c0t)=(-1)"""" =—(=1)""" =—¢(o).

Presupunem ca m > 1. Folosind definitia compunerii permutarilor, se observa ca
pentru orice numar s # i, j, avem: (i, j) = (i, s) o (s, j) © (i, s), iar in particular:
=00 )=>0i+m=Gi+t1) oc(@+1,j)o@,i+t1).

Inmultirea lui & la dreapta cu T revine la a inmulti pe 6 succesiv cu transpozitiile
(i,i+1),(i+1,)) si(i,i+1). Conform cazului m =1 si ipotezei de inductie (j — (i + 1) <
m) o 1si schimba paritatea de trei ori, de unde rezulta: €(c o T) = —¢(0).

\!
Orice transpozitie T este permutare impara. ]

Demonstratie. Cum e =1 o T, avem 1 = €(e) = &(T © T) = —€(T), de unde rezultd g(t) = —1.

Daca n > 1, notam cu 4 multimea permutarilor pare din S si cu B, multimea
permutdrilor impare. Evident,§ =4 UB ,4 NB =.

Fie t=(1,2). Daca 6 € 4 , n 22, atunci din lema 3 rezulti cd 6 o T € B , iar daca
€ B, atunci o T € A . Putem considera aplicatiaf: 4 — B, f(6) =0 o T.

Dacif(c,) =/(0,), atunci 6, © T= 0, © T si inmultind la dreapta cu 7, obtinem 6, = ©,.
Asadar feste aplicatie imjectiva.

Dacime B sic=ToT € 4 ,atuncif(0)=0oT=ToToT=Toe=T,decifeste
si surjectiva.

Prin urmare, f este aplicatie bijectiva. Rezultd ca numarul permutarilor pare este
acelasi cu numarul permutérilor impare, si anume n!/2.

Exercitii rezolvate
1 2 3 4 5 6
3541 6 2

a) Sa se calculeze numerele /nv(o) si €(0).
b) Sa se reprezinte ¢ ca produs de transpozitii.

1.Fiece S, G=(

Rezolvare:
a) In dreapta lui 6(7) din a doua linie a lui 6 sunt doud numere mai mici ca (i) cand i = 1,
trei cand i = 2, doud cand i = 3, zero cand i = 4, unul cand i = 1.
Asadar: Inv(6)=2+3+2+0+1=8sie(c)=(-1)¢=1.
b) Avem 4 _={1,2,3,4,5,6}. Luami =1€ 4_.
Avem:i =1,i,=0(1)=3,i,=0(3)=4,i,=0c(4)= 1.

dej
Asadar, daca 1t =fGo(3,4)o(1,3) ,atunci: A=A _N\A{1, 3,4} = {2, 5,6}.

Fiej =2€ A4 ,j,=m(2)=0(2)=35,j,=1(5) =0o(5) =6, ), =1(6) = 6(6) = 2.
Daca@=mo (5,6)0(2,5),atunci 4, =4 \ {2, 5,6} =, deci 6 =e.
Avem = (2,5)0(5,6)si6=(2,5)0(5,6)0(1,3)0(3,4).
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2.a)Dacace § sic=T1,0T,0..0T esteodescompunere aluio inprodus de transpozitii,
atunci (o) = (-=1)".
b) Oricare ar fi 6, T € S, avem €(C © 1) = &(G)&(T).
¢) Produsul a doud permutari de aceeasi paritate (de paritati diferite) este o permutare
para (respectiv impara).
Rezolvare:
a) Dacdm = 1, avem ¢ = 1,, deci &(0) = &(t,) = -1 = (-1)".
Dacam>1sig(t,otT,0...oT )= (-=1)"", atunci
g, 0T,0...0T )=—&(T,0T,0...0T )=—(-D)"" = (=)~
b)Fiec=107,0..07 sin=1"017"0 .. o1 'descompuneriale lui 6 si 7 in produs de
transpozitii. Cum G o w =1 07,0..0T °oT 0T o .. 01T / avem:

gcom) = (1) =(-1)"(-1)" = e(o)e(n).
¢) Rezulta din punctul b).

Exercitii propuse

. 1 2 3 4 1 2 3 4
1. Fieo,me S, o= , T= .
4 34 2 1 4 1 2 3

Calculaticom,mo G, (Com)!, w0l

2. Determinati x € S, astfel incat:
2) 1 2 3 45 1 2 3 4 5),
oX = g
31 4 25 51 3 2 4
1 2 3 45 1 2 3 4 5
b) xo ;
54 31 2 4 1 5 2 3
0 1 2 3 45 1 2 3 45 1 2 3 45
4253174253 1)(1245 3]

) 1 2 3 4
3. Fiece §, o= .
32 4 1

a) Calculati 02, 3, 6%, 622,
b) Avem 6* = e cu k € Z daca si numai daca k este multiplu de 3.

4. Dacdi,, i,, i, sunttrei numere distincte din {1, 2,...,n},n>3,notamcu (i, i,, i,) per-
mutarea o € S pentru care 0(i,) = i,, 0(i,) = i,, 0i,) = i, si auk) = k, Y k#i
Aratati ca:

a) o’ =e;

b)G o (i, i,i)e 0" =(0(i),0(i,),0(), VoeS,.

1? 2’
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5. a)Dacaoc,me § si A NA =D, atunciGonT=ToG.
b)Dacam,te S,n=5, m=(1,2,3)sit=(4,5),atunci (mo 1)° =e.

34521

a)Arataticin = (1, 3,5) o (2, 4).
b) Ardtaticd 6 omo o' = (0(1), 6(2), 6(3))  (6(2), 6(4)), oricare ar fic € S..
¢) Determinati permutdrile 6 € S cu proprietatea G oo =1 o G.

) 12345
6. Fieme Ss,nz[ J

7. Descompuneti in produs de transpozitii permutérile c € S, si m€ S,
12345 1234567
o= T=
13452) 46 25731)
. ) 12345 12345
8. Fie permutdrile o, € S, 6= , = .
35142 25431

a) Sa se determine /nv(o) si Inv(m).
b) Determinati €(0), (1), &(C © ©), &(T o ), (0 © T) $i &(T © G).

2 ny o <
sd fie impara.

9. Sa se determine # astfel incat permutarea o =[ | |
n n-—

10. Fie numerelea , ...,a , b, ..., b astfel incdt0<a <a,<..<a si0<b <b,<..<b.
Sa se arate cd oricare ar fi 0 € S are loc relatia:
ab +ab,+ ..+ab > ale(l) + azbg(z) +..+ab

n_o(n)"

. 1 P .
11. Fie numerele reale a,, a,, a, € (5, 2 |. Aratati ca oricare ar fi 6 € §,, avem:

1 1 1 FT
a+— g +— | ag+— |<| = |.
Ag1) g Aoz | \ 2

12. Fie transpozitia T= (i, j) € S, 1 <i<j<n, si multimile: & = {c € S | o(i) > o())},
§"={oceS | 6(i) < o(j)}. Sa se arate ca:
a)S =SUS siSNS" =@
b)Dacic e §,atuncicote S”.
¢) Aplicatia f: S — S”, f(0) = G o 1T, este bijectiva.
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