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Cuvant-Tnainte

Colectia ,,Matematica de excelentd pentru concursuri, olimpiade si centre de
excelentd” contine sase volume pentru liceu, destinate fiecarui an de studiu, si se
adreseaza tuturor pasionatilor de matematica, de orice varsta. Ea vine sa umple un gol
care existd de ani de zile, cu toata inflatia de publicatii matematice din ultima vreme.
Demersul nostru aduce imbunatatiri substantiale ciclului de manuale pentru grupele de
performanta pe care le-am elaborat in anul 2003, in cadrul unui colectiv care a mate-
rializat un proiect finantat din fonduri europene. Temele abordate in cartile actuale
trateaza atat cunostintele din programele scolare, necesare elevilor pentru reusita la
examenele de admitere la cele mai prestigioase universitati din tara si de peste hotare,
cat si pe toate cele prezente in programa elaboratd de minister pentru pregatirea
olimpiadelor judetene si nationale de matematica. In plus, in multe dintre capitole
exista si paragrafe sau probleme care pot fi utilizate cu succes si de cétre elevii care se
pregatesc pentru concursurile internationale de matematica. De aceea, aceasta colectie
reprezintd un adevarat indrumar pentru elevii si profesorii care activeaza in cadrul
centrelor de excelentd, atdt prin continuturi, cat si prin modalitatea de prezentare.
Vastitatea informatiilor pe care le-am considerat necesare unei pregdtiri de excelenta,
precum si relativa independentd a unora dintre temele alese, ne-au facut ca la clasele
a Xl-a si a XII-a sa elaboram cate doua carti distincte: Algebra si Analiza matematica.

Materialul suplimentar este prezentat complet din punct de vedere teoretic si este
urmat de multe exemple, probleme (grupate, dupad dificultate, in doud categorii) si
teste de evaluare, care ilustreaza notiunile si tehnicile de lucru abordate si il conduc pe
cititor spre o mai bund intelegere si incadrare in sistem a cunostintelor pe care le are
din manualele scolare. Speram ca testele initiale, prezente la inceputul fiecarei carti,
precum si cele finale sa fie utile pentru o evaluare cat mai exactda a progresului ele-
vilor. Mai mult decat atat, prin frumusetea problemelor alese (unele dintre ele sunt
adevarate bijuterii matematice), prin ingeniozitatea abordarilor, prin explicatiile si co-
mentariile detaliate pe marginea acestora, speram ca aceste carti s contribuie la con-
solidarea unei gandiri matematice creative a tinerilor cititori, care sa treacé dincolo de
sabloane.

Dorim ca aceastd colectie sd reprezinte o adevarata pledoarie pentru
MATEMATICA.

Autorii
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CAPITOLUL 1. MULTIMI DENSE

Rezultatele de baza sunt teorema lui Dirichlet si teorema lui Kronecker, teoreme ce
joaca un rol important mai ales in probleme de teoria numerelor. Cu ajutorul acestor
teoreme se pot rezolva usor unele probleme dificile cu enunt elementar.

1.1. Definitie. O multime 4 < R se numeste densd in R daca orice element din
R este limita unui sir neconstant de elemente din A.

Facem precizarea ca mulfimea 4 — R este densd in R daca pentru oricare a € R
si orice vecinatate V" a punctului a avem cd V' N 4 este infinita.

1.2. Definitie. O multime 4 — R este densa in R < orice interval / ¢ R, de
lungime nenuld, contine cel putin un element din A.

Demonstratie. ,,—” Presupunem cd A este densa in R . Trebuie demonstrat ca pentru

orice a, b € R, a <b, existd x € A astfel incat x € (a, b). Presupunem contrariul.

Atunci, exista o, B € R, o < P astfel incat pentru Vx € 4 sa avem cia

xée (a,B) (D).

o+p
2

Fieu=

€ (0, B). Cum 4 este densd in R, existd un sir (x,) de elemente din 4

astfel incat pentru orice n > ng, n € N, sa avem x, € (o, B) caci (o, B) este o veci-
natate pentru u. Aceasta este o contradictie cu (1), deci presupunerea facuta este falsa.

. . . . e a 1 1
»<="Fie o.e R arbitrar. Atunci, pentru orice » € N", in intervalul (oc——, (x+—j
n n

se afla cel putin un element a, € A.
1 1 . Co -
Deoarece o.——<a, <o+—, Vne N, cu teorema clestelui obfinem cd lima, = o
n n n—yoo
Asadar, A este densain R.

1.3. Exemplu. Multimea Q a numerelor rationale este densd in R.

Demonstratie. Fie a, b € R arbitrare, a < b si [ = (a, b). Atunci existd n € N astfel
incat a + n > 0. Consideram numerele a; = a + n, by = b + n. Deoarece b, — a; =
=b—-a>0,vaexistake N* pentrucare (by—a))-k>1<1+k-a <k-b.
Fiem>k-a;,decim—1<k-a.
Atuncim<1+k-a,<k-b,,decik-a,<m<k b &

Satn< %<b+n<:>a<%—n<b, de unde
m . <
;—nelﬁ@, deci Q estedensain R.

1.4. Exemplu. Multimea R\ Q a numerelor irationale este densa in R .
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CAPITOLUL 2. SIRURI

2.1. Limita unui sir. Subsiruri

In cele ce urmeaza consideram cunoscute notiunile de baza din teoria sirurilor, iar
in acest capitol vom face o completare a acestor notiuni.

Pentru inceput, prezentam caracterizarea limitei unui sir cu criteriul (8, n) .
2.1.1. Teorema. Fie (x, )M un sir de numere reale. Atunci:

a) limx, =/e R < Ve>0,3dn, e N astfel incat

n—oo

X, —£|<8,‘v’n2ng.

b) limx, =c0c & Ve >0,3dn, € N astfel incat x, >, Vn=>n,.

n—eo

¢) limx, =—c0 & Ve>0,3n, € N astfel incat x, <—€, Vn2n,.

n—oo

2.1.2. Exemplu. Pentru a demonstra ca lima” =0, unde a€ (—1,1) , alegem €>0

n—yo0

si rezolvam inecuatia

a" -0 <ee a <e (¥).
Dacd a=0 relaia este adevirati pentru orice ne N, deci putem alege n, =1.

Daca ae (—1,1)\{0}, atunci inegalitatea (*) este echivalentd cu

nln|a|<ln£<:>n>ln—£ . Alegand n, = max0, Ine +1}, rezulta ca
1n|a| 1n|a|

a" —0‘ <g,Vn2n_,adica lima" =0.

Hn—>o0

2.1.3. Definitie. Fie (x,) _ un sir de numere reale si (k,) _ un sir strict crescator

de numere naturale. Atunci sirul (xk’ ) , S¢ numeste subsir al sirului (xn)

nx n=0"

(2n+l)n

2.1.4. Exemplu. Sirul (x,) _, definit prin x, =sin admite subsirurile

4n+1
(x2n )ngo Xy, = sin@ =sin (§+ 2nnj = sing =1 si
4n+3
(xz,,+l )nZO Xy = sin(}1+)75 =sin (37“ + 2nnJ = sin%t =-1.

2.1.5. Exemplu. Sirurile (x,,, )nzo NER )nzo sunt subsiruri ale sirului (x, )nzo.

In continuare vom prezenta legiturile dintre proprietatile unui sir si ale subsirurilor
sale.
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CAPITOLUL 8. FUNCTII CONVEXE

8.1. Definitie. O multime 4 R se numeste multime convexd daca Vx,ye 4 si
Vie |0, 1], avemcd tx+(1—¢) ye 4.

8.2. Exemple. a) R este o multime convexa.

b) Orice interval / R este o mul{ime convexa.

¢) Multimea vida este o multime convexa.
d) Multimea 4= [0,1] U [2,3] nu este convexa.

8.3. Definitie. Fie / un interval de numere reale si f:/ — R o functie.

a) Spunem ca functia f este convexd pe I dacd Vx,, x,€ I si Vie [0, 1], are loc
f(tx1 +(1—t)x2)Stf(x1)+(1—t)f(x2).

b) Spunem ca functia f este concava pe I dacd Vx,, x,e I si Vte [0, 1], are loc
f(tx1 +(l—t)x2)2tf(x1)+(l—t)f(x2) .

¢) Spunem ca functia f este strict convexa (strict concava) pe I daca inegalitatile de

mai sus sunt stricte, Vx,, x, € I, x; #x, si Vie (0, 1).

8.4. Observatie. O functie f:/ — R este convexa pe / daca si numai daca functia
—f este concava.
8.5. Interpretare geometrica. Fie / uninterval si x,, x, € /, x; <x, fixate.
Orice punct x€ (x,,x,) se scrie sub forma x=x, =x, +(1—¢)x,, unde 7€ (0, 1).
Daca functia f: 1 — R este convexa pe /, atunci:
f(tx1 +(l—t)x2)Stf(x1)+(1—t)f(x2),
adicd F(x)<tf (x)+(1-1) f(x,).
Fie A(xl, f (xl)) si B(xz, f (xz)), atunci segmentul [ 4B] este graficul functiei:
g:[01] >R, g(r)=1f (x,)+(1-1) f(x,).

In consecintd, graficul functiei cuprins intre 4 si B este situat sub coarda 4B,
pentru orice puncte 4,Be G, .
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TESTE FINALE

TestuL F.1

F.1.1. Fie sirul (a,) _ definit prin a, =~2 si a,,, =+2+a,, Yn>0.

n=0

n—yo0

Calculati lim {%} .

F.1.2. Fie g:R—>R o functie continud, strict descrescitoare, cu g(R)=(=,0).
Demonstrati ¢a nu exista functii ' :RR — R continue, cu proprietatea ca 3k >2 astfel

incat fofo..0of=g.
%/_/

dekori f

F.1.3. Determinati functiile f:R — R, de doua ori derivabile, astfel incat sa aiba loc

egalitatea f'f":(fz)/—(f')z.

Cristian Heuberger

TestuL F.2

F.2.1. Fie functia f:R—>R care verificd proprietatea: IM >0 astfel incat
|f(xl + X, +...+xn)—f(xl)—f(xz)—...—f(xn)|SM,‘v’xl, Xy, oy X, €R, Vne N,
Demonstrati cd f(x+y)=f(x)+f(»), Vx, yeR.

F.2.2. Fie f: [0, 1] — R o functie derivabila cu proprietatile f (0) =0 si
f(x) +f'(x) <LVxe [O, 1]. Determinati valoarea maxima a lui f(l) .

F.2.3. Fie f: [0, 1] — R o functie concava si crescatoare astfel incat f (O) =0 si
/(1)=1. Demonstrati ca f(x)f’1 (x)< x*,Vxe |0, 1].

TestuL F.3
F.3.1. Fie (x, )n>l un sir de numere reale cu proprietatea ca lim(x,,, —x,)=0.
C e X —X
Calculati lim———=
n—oo n
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