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ALGEBRA SUPERIOARA

I Permutari

Permutari. Transpozitii
Breviar de teorie

Notiuni introductive

* Fie multimea finitd 4 = {1, 2, ..., n}. O functie bijectivd 6 : 4 — A4, se numeste
permutare de ordinul n sau permutare de gradul n,unde n € N\ {0, 1}.

* Multimea tuturor permutarilor de ordin n se noteaza cu S , iar card §, = n!.

* Orice permutare de ordinul 7, se reprezinta astfel:

=[xy <@ - )
1 2 3 ... n

1 23 .. n
(se mai noteaza si simplu cu e).

* Permutarea e, :( j se numeste permutare identicd de ordin n

» Exemple:

1 2 3
1)5:(2 ; 1jeS3,unde<5(l)=2,(5(2)=3,0(3’):1-

1 2 3 4
2)1:(4 \ JESNunder(l)=4,r(2)=3,1‘(3)=2,1‘(4)=1.

; (123 45 <
V671 2 3 4 5)5
Compunerea permutarilor
. e .. 1 2 .. n )
Definitie. Consideram permutarile: ¢ = si
o(1) o(2) .. o(n)
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1 2 .. n
T=[T(1) T(2) T(n)j , 0, TE€ § . Atunci permutarea
1 2 n
GotT= G(’C(l)) G(’C 2)) c(r(n)) se numeste compusa permutdrilor
ccurt.
Observatii:
l.Dacice §,t€ S ,atuncicot€ § sitocE §
2.1In general, 6o t1# 10 0.
3. Prin conventie, 6>=c oo si 6" =0c" "' o o, oricare ar fin € N\ {0, 1}.

Exemplu (de compunere de permutari):

. .. 1 2 3 4) . 1 2 3 4
Fie permutérile 6, 1 € §,, unde 6 = ,lar t= .
2 3 4 1 31 2 4

1 2 3 4\1 2 3 4 1 2 3 4
Avem got= = , deoarece:
2 3 4 131 2 4 4 2 3 1

(cot)(1)=0(t(1))=0(3) =4, adica 1 —> 4,
(c°o1)2)=0(1(2))=0(1)=2, adica2 > 2,
(oo 1)(3)=0(1(3)) =0c(2) =3, adica 3 — 3,
(co1)(4)=0(1(4))=0c(4)=1,adicad > 1.

1 2 3 4\1 2 3 4 1 2 3 4
Avem tooc = = , deoarece:
31 2 4)(2 3 4 1 1 2 4 3

(too)(1)=1(c(l))=1(2)=1,adical > 1,
(to0)2)=1(c(2))=1(3)=2, adica2 —> 2,
(to0)(3)=1(c(3))=1(4) =4, adica 3 —> 4,
(teo)4)=1(c(4))=1(1)=3, adica4 — 3.
Proprietdti (ale compunerii permutarilor)
1. Compunerea permutarilor este asociativa, dar nu este comutativa.

1 2 n
2. Compunerea permutdrilor admite elementul neutru e, = (1 5 J,

adica: o e =e o G = o, pentru orice permutare G €S .




Inversa unei permutari
Propozitie. Pentru orice permutare 6 € S , existd o unica permutare, notata cu
c',undec' € § ,astfelincitcoc'=c'oc=e .
Permutarea 6! se numeste inversa permutarii c.

Exemplu:
(1234 (123 4
Inversa permutarii 1= este permutarea T = .
31 2 4 2 31 4
tetH(DH=1= t(r(1))=1= t!(1)=2, adica l — 2,
(tothH(2)=2= 1(t'(2))=2= 1t'(2) =3, adicd2 > 3,
(tethHB)=3= 1(t!'3))=3= 1t'(3)=1,adica3 > 1,
tethHd)=4= 1(t'4))=4= 1'(4)=4, adici4 — 4.

(o n()=1= t(x(1))=1= t!(3) =1, adici 3 — 1,
tlon)=2= 11(z(2))=2= t!(1)=2, adica 1 —> 2,
(t! o )(3)=3 = 1(1(3)) =3 = t(2) =3, adici 2 — 3,
tlot)d)=4= t(1(4))=4= 1'(4)=4, adici4 — 4.

Inversiunile unei permutari. Semnul unei permutari

* Dacd 6 € S este o permutare de ordin 7, atunci o pereche ordonata (i, ;) din
multimea M = {(i, j)\l <i<j < n} cu proprietatea i <j si 6(i) > o(j), se
numeste inversiune a permutarii c.
Mai putem spune ca o inversiune in permutarea G este o pereche de numere
naturale (o(i), o(j)) situata pe linia a doua a tabloului, avand proprietatea
i <jsio(i)>o()).

* Numarul inversiunilor permutarii ¢ se noteaza m(o).
Numirul (o) = (-=1)™® se numeste signatura (semnul) permutarii .
- Dacd ¢(o) = 1, atunci permutarea se numeste permutare pard.
- Dacd ¢(c) =—1, atunci permutarea se numeste permutare impard.

* Oricare ar fi permutareac € § , n > 2, avem:

nn-1) l

Proprietate. Dacac, € § ,c,€ § , atunci &(c, ° 6,) = &(5)) * &(0,).
Exemplu:

) N 1 2 3 45
Sa se determine semnul permutarii ¢ =

321 5 4)
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Rezolvare.
Aplicam definitia inversiunii intr-o permutare:

1<2=3>2, 2<4=2 %5,
1<3=3>1, 2<5=2 %4,
1<4=3 %5, 3<4=1 %5,
1<5=3 %4, 3<5=1 %4,
2<3=2>1, 4<5=5>4,

Inversiunile sunt (3, 2), (3, 1), (2, 1), (5, 4), deci m(c) = 4.
Atunci g(o) = (-1)™® = (-1)* =1, deci permutarea ¢ este para.
Transpozitii
Permutarea de ordin », notata T, 8 definita prin

Tj

1 2 .. zl o ko jl e N . .
- ‘ . se numeste franspozitie (T, permutd
1 2 .. k .. iv.. n Y

numai elementele 7 si j din linia a doua a tabloului, restul elementelor ramanand
neschimbate).
Observatii:
1) Orice transpozitie este o permutare impara.
)t =18t =e,

Probleme rezolvate

1 2 3
1. Fie permutarile o = siB= bz .
321 2 31

a) Determinati permutarile o' si .
b) Rezolvati ecuatiilexca=BsiBoy=a,inS..

Rezolvare.

1 2 3
a) o = sip = b2 :
3 21 31 2

b) x o oo = . Se compune cu o', la dreapta ecuatiei:

B 5 1 2 3 1 2 3 1 2 3
X=poa = (¢} =
2 31 3 21 1 3 2)

B oy=oa.Secompune cu ', la stinga ecuatiei:
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Cpaalft 2 312 3 (123
r= 31 23 2 1)7\2 1 3)

- 1 2 3 4 5
2. Fie permutarea ¢ = L4 o € S, . Sa se calculeze:
a) o2, 63, o*.
b) 02012'
Rezolvare

5 1 2 3 4)(1 2 3 4 1 2 3 4
a) 6" =000 = o = )
31 4 2,31 4 2 4 3 2 1

. 1 2 3 4)(1 23 4) (1 2 3 4
O =0 o0 = o =
432 1)31 421|241 3)
. s 1 23 4)(1 23 4) (1234
O =0 o0 = o = =e
2 41 3)\31 421234

502
2012 2008+4 2008 4 4 4 502 4 4 4
b) o7 =c"""=06"" 00 z(c) oc' =e’ o0 =eoc =0 =e.

) 1 2 3 4
3. Fie permutarea ¢ = .
4 3 1 2

a) Sa se determine numarul de inversiuni si signatura permutarii c.
b) Sd se arate ci ecuatia x> = ¢ nu are solutii in .

Rezolvare.

a) Aplicam definitia inversiunii in permutarea c:
1<2=4>3, 2<3=3>1,
1<3=4>1, 2<4=3>2,
1<4=4>2, 3<4=1 %2,

Inversiunile sunt (4, 3), (4, 1), (4, 2), (3, 1), (3, 2). Deci m(c) =5, de unde
rezulta cd g(o) = (-1)™@ = (-1)°*=—1.

b) Deoarece (x?) = e(x o x) = &(x) - e(x) = [e(x)]*=1 = &(x?) =1, iar

g(o) = -1, deducem ca x* este 0 permutare pard pentru orice x € S, , iar ¢
este o permutare impard. Cum &(x?) # &(o), adicad 1 # —1, atunci ecuatia nu
poate avea solutii.




4. Sa se scrie urmatoarele permutdri ca un produs de transpozitii:

1 2 3 4 5). 1 2 3 45
a) o= ) b) o= .
351 2 4 31 2 5 4
Rezolvare.
) ) . 1 2 3 45
a) Cum o(1) =3 # 1, atunci considerdm transpozitia 7, = 3214 5]

1 2 3 45
Efectudm compunerea ¢'=1,;00 = .

1 53 2 4
1 2 3 45

Cum o'(2) =5 # 2, consideram transpozitia t,; = (1 5 3 4 2} . Efectuam

) (12345
compunerea 6" =1,.0G' = —_—
P O TTsOT g 35 4

_ ;L . .

Cum 1, =1,;00' =1, 07 ; °0, pentru a determina permutarea ¢, amplificam
. A -1 . -1 .

egalitatea la stdnga cu 1,5 = 1,5, apoi cu t,; =T,, astfel am obtinut

O = T13° T ° Tys

1 2 3 45
b) Cum o(1) =3 # 1, atunci consideram transpozitia t,; = .
321 435
. 1 2 3 45
Efectudm compunerea ¢'=1,;06 = .
1 3 2 5 4
1 2 3 4

5
Cum o'(2) =3 # 2, consideram transpozitia t,, = ( SJ . Efectuam

1 3 2

A

(1 2 3 4 sj
compunerea ¢"”" =1, 006" = .

1 23 5 4
2 3
2 3

A

1
Cum ¢"'(4) =5 # 4, consideram transpozitia t,, = (1

(1 2 3 4 sj
compunerea ¢ =1,,06" = =e.

5
j . Efectuam
4

N

1 23 45

s "__ r_ —
Deci e =1,,00" =17,507,;°0'=1,5°7y;°7;00,deunde 6 =1, 01,01,

Reamintim:t. =71, ,t. ' '=1.,1.2=e€ .
i i ij n

i i




