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I PermutãriPermutãri
Permutãri. Transpoziþii

Noþiuni introductive

• Fie mulþimea finitã A = {1, 2, ..., n}. O funcþie bijectivã  : A  A, se numeºte
permutare de ordinul n sau permutare de gradul n, unde n i N \ {0, 1}.

• Mulþimea tuturor permutãrilor de ordin n se noteazã cu Sn, iar card Sn = n!.

• Orice permutare de ordinul n, se reprezintã astfel:

     
1 2 ...

1 2 ...

n

n
 

      
.

• Permutarea 
1 2 3 ...

1 2 3 ...n

n
e

n
 

  
 

 se numeºte permutare identicã de ordin n

(se mai noteazã ºi simplu cu e).

• Exemple:

1) 3

1 2 3

2 3 1
S

 
   

 
, unde (1) = 2, (2) = 3, (3) = 1.

2) 4

1 2 3 4

4 3 2 1
S

 
   

 
, unde (1) = 4, (2) = 3, (3) = 2, (4) = 1.

3) 5 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5
e S

 
  
 

.

Compunerea permutãrilor

Definiþie. Considerãm permutãrile: 
     
1 2 ...

1 2 ...

n

n
 

      
 ºi

Breviar de teorie

ALGEBRÃ SUPERIOARÃ
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1 2 ...

1 2 ...

n

n
 

      
,  i Sn. Atunci permutarea

         
1 2 ...

1 2 ...

n

n
 

          
  se numeºte compusa permutãrilor

 cu .

Observaþii:
1. Dacã  i S

n
,  i S

n
, atunci       i  S

n
 ºi       i  S

n

2. În general,          .
3. Prin convenþie, ² =    ºi n = n – 1  , oricare ar fi n i N \ {0, 1}.

Exemplu (de compunere de permutãri):

Fie permutãrile  i S
4
, unde 

1 2 3 4

2 3 4 1
 

   
 

, iar 
1 2 3 4

3 1 2 4
 

   
 

.

Avem 
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

2 3 4 1 3 1 2 4 4 2 3 1
     

       
     

 , deoarece:

(     )(1) = ((1)) = (3) = 4, adicã 1  4,

(     )(2) = ((2)) = (1) = 2, adicã 2  2,

(     )(3) = ((3)) = (2) = 3, adicã 3  3,

(     )(4) = ((4)) = (4) = 1, adicã 4  1.

Avem 
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

3 1 2 4 2 3 4 1 1 2 4 3
    

       
    

 , deoarece:

(     )(1) = ((1)) = (2) = 1, adicã 1  1,

(     )(2) = ((2)) = (3) = 2, adicã 2  2,

(     )(3) = ((3)) = (4) = 4, adicã 3  4,

(     )(4) = ((4)) = (1) = 3, adicã 4  3.

Proprietãþi (ale compunerii permutãrilor)
1. Compunerea permutãrilor este asociativã, dar nu este comutativã.

2. Compunerea permutãrilor admite elementul neutru 
1 2 ...

1 2 ...n

n
e

n
 

  
 

,

adicã:   e
n
 = e

n
   = , pentru orice permutare  i S

n
.
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Inversa unei permutãri

Propoziþie. Pentru orice permutare  i S
n
, existã o unicã permutare, notatã cu

–1, unde –1 i S
n
, astfel încât   –1 = –1   = e

n
.

Permutarea –1 se numeºte inversa permutãrii .

Exemplu:

Inversa permutãrii 
1 2 3 4

3 1 2 4
 

   
 

 este permutarea 1 1 2 3 4

2 3 1 4
  
   

 
.

(     –1)(1) = 1   (–1(1)) = 1   –1(1) = 2, adicã 1  2,

(     –1)(2) = 2   (–1(2)) = 2   –1(2) = 3, adicã 2  3,
(     –1)(3) = 3   (–1(3)) = 3   –1(3) = 1, adicã 3  1,

(     –1)(4) = 4   (–1(4)) = 4   –1(4) = 4, adicã 4  4.

(–1     )(1) = 1   –1((1)) = 1   –1(3) = 1, adicã 3  1,

(–1     )(2) = 2   –1((2)) = 2   –1(1) = 2, adicã 1  2,
(–1     )(3) = 3   –1((3)) = 3   –1(2) = 3, adicã 2  3,
(–1     )(4) = 4   –1((4)) = 4   –1(4) = 4, adicã 4  4.

Inversiunile unei permutãri. Semnul unei permutãri

• Dacã  i S
n
 este o permutare de ordin n, atunci o pereche ordonatã (i, j) din

mulþimea M = {(i, j)|1  i < j  n} cu proprietatea i < j ºi (i) > (j), se
numeºte inversiune a permutãrii .
Mai putem spune cã o inversiune în permutarea  este o pereche de numere
naturale ((i), (j)) situatã pe linia a doua a tabloului, având proprietatea
i < j ºi (i) > (j).

• Numãrul inversiunilor permutãrii  se noteazã m().
Numãrul () = (–1)m() se numeºte signatura (semnul) permutãrii .
- Dacã () = 1, atunci permutarea se numeºte permutare parã.
- Dacã () = –1, atunci permutarea se numeºte permutare imparã.

• Oricare ar fi permutarea  i Sn, n  2, avem:
( 1)

0 ( )
2

n n
m


   .

Proprietate. Dacã 
1
 i S

n
, 

2
 i S

n
, atunci (

1
  

2
) = (

1
) · (

2
).

Exemplu:

Sã se determine semnul permutãrii 
1 2 3 4 5

3 2 1 5 4
 

   
 

.
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Rezolvare.
Aplicãm definiþia inversiunii într-o permutare:
1 < 2  3 > 2, 2 < 4  2  5,
1 < 3  3 > 1, 2 < 5  2  4,
1 < 4  3  5, 3 < 4  1  5,
1 < 5  3  4, 3 < 5  1  4,
2 < 3  2 > 1, 4 < 5  5 > 4.
Inversiunile sunt (3, 2), (3, 1), (2, 1), (5, 4), deci m() = 4.
Atunci () = (–1)m()  = (–1)4 = 1, deci permutarea  este parã.

Transpoziþii
Permutarea de ordin n, notatã 

ij
 ºi definitã prin

 
1 2 ... ... ... ...

1 2 ... ... ... ...ij

i k j n

j k i n
 

   
 

 se numeºte transpoziþie (
ij
 permutã

numai elementele i ºi j din linia a doua a tabloului, restul elementelor rãmânând
neschimbate).

Observaþii:
1) Orice transpoziþie este o permutare imparã.
2) 

ij
–1 = 

ij
 ºi 

ij
2 = e

n
.

1. Fie permutãrile 
1 2 3

3 2 1
 

   
 

 ºi 
1 2 3

2 3 1
 

   
 

.

a) Determinaþi permutãrile –1 ºi –1.
b) Rezolvaþi ecuaþiile x   =  ºi   y = , în S

3
.

Rezolvare.

a) 1 1 2 3

3 2 1
  

   
 

 ºi 1 1 2 3

3 1 2
  

   
 

.

b) x   = . Se compune cu–1, la dreapta ecuaþiei:

1 1 2 3 1 2 3 1 2 3

2 3 1 3 2 1 1 3 2
x       
         

     
  .

  y = . Se compune cu –1, la stânga ecuaþiei:

Probleme rezolvate
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1 1 2 3 1 2 3 1 2 3

3 1 2 3 2 1 2 1 3
y       
         

     
  .

2. Fie permutarea 4

1 2 3 4

3 1 4 2
S

 
   

 
. Sã se calculeze:

a) ², ³, 4.
b) 2012.
Rezolvare

a) 2 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

3 1 4 2 3 1 4 2 4 3 2 1
     

          
     

  .

3 2 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

4 3 2 1 3 1 4 2 2 4 1 3
     

          
     

  .

4 3 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

2 4 1 3 3 1 4 2 1 2 3 4
e

     
           

     
  .

b)  5022012 2008 4 2008 4 4 4 502 4 4 4e e e                   .

3. Fie permutarea 
1 2 3 4

4 3 1 2
 

   
 

.

a) Sã se determine numãrul de inversiuni ºi signatura permutãrii .
b) Sã se arate cã ecuaþia x2 =  nu are soluþii în S

4
.

Rezolvare.
a) Aplicãm definiþia inversiunii în permutarea :
1 < 2  4 > 3, 2 < 3  3 > 1,
1 < 3  4 > 1, 2 < 4  3 > 2,
1 < 4  4 > 2, 3 < 4  1  2.
Inversiunile sunt (4, 3), (4, 1), (4, 2), (3, 1), (3, 2). Deci m() = 5, de unde
rezultã cã () = (–1)m() = (–1)5 = –1.
b) Deoarece (x²) = (x  x) = (x) · (x) = [(x)]² = 1  (x²) = 1, iar
() = –1, deducem cã x² este o permutare parã pentru orice x i S

4
 , iar 

este o permutare imparã. Cum (x²) @ (), adicã 1 @ –1, atunci ecuaþia nu
poate avea soluþii.
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4. Sã se scrie urmãtoarele permutãri ca un produs de transpoziþii:

a) 
1 2 3 4 5

3 5 1 2 4
 

   
 

; b) 
1 2 3 4 5

3 1 2 5 4
 

   
 

.

Rezolvare.

a) Cum (1) = 3  1, atunci considerãm transpoziþia 13

1 2 3 4 5

3 2 1 4 5
 

   
 

.

Efectuãm compunerea 13

1 2 3 4 5

1 5 3 2 4
'

 
      

 
 .

Cum (2) = 5  2, considerãm transpoziþia 25

1 2 3 4 5

1 5 3 4 2
 

   
 

. Efectuãm

compunerea 25 45

1 2 3 4 5

1 2 3 5 4
'' '

 
       

 
 .

Cum 45 25 25 13'          , pentru a determina permutarea , amplificãm

egalitatea la stânga cu 1
25 25
   , apoi cu 1

13 13
   , astfel am obþinut

 = 13  25  45.

b) Cum (1) = 3  1, atunci considerãm transpoziþia 13

1 2 3 4 5

3 2 1 4 5
 

   
 

.

Efectuãm compunerea 13

1 2 3 4 5

1 3 2 5 4
'

 
      

 
 .

Cum (2) = 3  2, considerãm transpoziþia 23

1 2 3 4 5

1 3 2 4 5
 

   
 

. Efectuãm

compunerea 23

1 2 3 4 5

1 2 3 5 4
'' '

 
      

 
 .

Cum (4) = 5  4, considerãm transpoziþia 45

1 2 3 4 5

1 2 3 5 4
 

   
 

. Efectuãm

compunerea 45

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5
''' '' e

 
      

 
 .

Deci 45 45 23 45 23 13e '' '                 , de unde  = 13  23  45.

Reamintim: ij = ji , ij
–1 = ij , ij

2 = en.


