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Cuvant-inainte

Lucrarea ,,Geometrie. Clasa a VIII-a. Dupa noua programi de gimnaziu®
se doreste a fi: ® manual alternativ, deoarece cuprinde toate temele previzute de
programd, cunostintele sunt explicate, exemplificate si consolidate prin oferirea
de probleme rezolvate, teoreme si propozitii demonstrate si aplicate in problemele
din lucrare; ® culegere de probleme pentru acei elevi care doresc si-si consolideze
temeinic cunostintele dobédndite la clasi si care au ca obiectiv promovarea
Evaluarii Nationale cu rezultate foarte bune; ® culegere de probleme pentru acti-
vitatea de performanta — concursuri, olimpiade, activitatea in cercuri sau centre
de excelentd.

Desi in titlul cirtii apare exprimarea ,,dupa noua programa de gimnaziu®,
noi sperdm ci aceasta culegere va fi folositd cu succes multi ani de acum inainte,
indiferent de schimbirile intervenite in programa scolard, deoarece ea a fost
gandita ca o structurd solida, menitd si ofere explicatii, demonstratii, rezolvari,
sprijin si raspunsuri la intrebarile elevilor.

Cele 10 teme abordate au aceeasi structurd ca in cirtile noastre de
geometrie pentru clasele a VI-a si a VIl-a, adicd: notiuni teoretice, probleme
rezolvate, probleme propuse (1) de nivel mediu si probleme propuse (2) pentru
performanta.

In partea a doua a lucririi sunt oferite rezolviri complete la toate pro-
blemele din carte. Relativ la aceste probleme mentionim ci o parte dintre ele au
fost publicate de autori in reviste de matematici din Dolj ,,Alpha®“, ,Cardinal®,
yofera“ si din tard ,Gamma“, ,Revista de matematicd din Timisoara®, ,Gazeta
Matematici“. O buni parte din probleme au fost realizate de autori special
pentru aceasta culegere.

Multumim colaboratorilor nostri: Ion Tiotioi, Gheorghe Burdusel,
Sebastian Ilinca, Dan Mitricoiu, Paulina Burtea i, de asemenea, multumim
echipei Editurii Carminis care, prin sugestiile ficute, a contribuit la cresterea
valorii acestei carti.

Autorii



TEMA! _ NOTIUNILE PRIMARE ALE
GEOMETRIEI TN SPATIV SI
RELATII TNTRE ELE

A. Notiuni teoretice

1. Elementele fundamentale ale geometriei in spatiu

Ca si geometria pland, geometria in spatiu opereazd cu notiuni primare.
Acestea sunt: puncte, drepte, plane si, evident, spatiul.

Spre deosebire de geometria pland in care ,actiunea se petrece in plan —
intelegind prin acesta planul foii de hartie pe care lucram sau planul tablei sau
desktopul laptopului, in geometria in spatiu ,actiunea® se desfisoara in spatiu,
intelegind prin acesta multimea tuturor punctelor care ne inconjoarid (mai bine
zis existente, evident si punctele ocupate de corpul nostru).

Vom nota spatiul cu S, intelegind prin spatiu multimea tuturor punctelor.
Planele vor fi notate cu litere mici grecesti o, 3, , 9, ... si vor fi reprezentate ca in
figura 1.

o
Y
Figura 1
Dreptele se noteaza cu litere mici ale alfabetului a, b, ¢, ... . Punctele se

noteazi cu litere mari ale alfabetului A, B, C, ....



2. Cateva dintre axiomele geometriei in spatiu

Axiomele sunt propozitii adevirate care nu se demonstreaza, adevarul lor
fiind acceptat pe baza intuitiei, evidentei si a modelelor din practici. Axiomele
geometriei plane sunt evident adevirate si in spatiu. Amintim citeva dintre
acestea.

Ai. Doua puncte distincte determind o dreapta si numai una.

A,. Daci o dreaptd are doud puncte continute intr-un plan, atunci toate
punctele dreptei sunt in acel plan.

A;. (Axioma lui Euclid). Intr-un plan, printr-un punct exterior unei
drepte, se poate construi o singura paraleli la acea dreapta.

Ay. Trei puncte necoliniare determind un plan si numai unul.

As. Existd patru puncte necoplanare (nesituate in acelasi plan).

In figura 2 sunt reprezentate 4 puncte necoplanare.
Punctele B, C, D determini un plan, il
notim (BCD), iar punctul A nu apartine pla-
nului (BCD), deci este exterior planului.
Asa cum un punct ce apartine unei D
drepte determind pe dreaptd doud semidrepte
si asa cum o dreaptd aflatd intr-un plan deter- B
mind in acesta doud semiplane opuse, si un C
plan determini in spatiu doud semispatii. Figura 2
Planul este in acest caz frontiera semispatiilor.
A¢. Orice punct din spatiu care nu apartine planului o/ apartine unuia

dintre semispatiile de frontiera o.

Daci o este un plan si A este un
xA punct, A ¢ O, notim semispatiul de fron-

tierd o care contine punctul A astfel [0tA
(vezi fig. 3).

Celilalt semispatiu de frontierd o

Figura 3
se numeste semispatiul opus lui [OlA .



3. Relatii intre notiunile primare ale geometriei in spatiu

Relatiile intre puncte, drepte, plane si spatiu sunt in general relatii de apar-
tenentd, non-apartenentd, incluziune, non-incluziune, incidenta, identitate, para-
lelism.

In stransi legaturd cu relatiile dintre doud notiuni fundamentale este si
pozitia pe care o ocupd unul (una) fatd de altul (alta).

Astfel avem:

® Relatii intre doua puncte
Doua puncte pot fi distincte (diferite) si notim A #B sau confundate
(identice) si notam A =B.

o Relatii intre punct si dreaptid B
Un punct poate si apartina dreptei si notim
. . . N A a
A€ a (vezi fig. 4) sau sd nu apartind dreptei (sd fie .
exterior dreptei) si notam B¢ a. Figura 4

Evidentiem ca un punct exterior unei drepte si dreapta respectivd deter-
mind un plan unic. Notim o= (a, A) planul determinat de dreapta a si punctul

A, exterior ei.

e Relatii intre doua drepte

Ca si in plan, in spatiu doud drepte care au in comun douid puncte
distincte coincid. (Aceasta este o consecinga a axiomei Aj.)

In figura 5, dreapta a si dreapta AB coincid pentru ci A€a, Bea si
A #B.

a
A B s i g’
Figura 5 Figura 6

De asemenea, doua drepte care au un singur punct comun se numesc
concurente.
In figura 6 dreptele a si b au punctul A comun. Subliniem ci doua drepte

concurente determini un plan. Notim &t=(a, b) planul determinat de dreptele

concurente a si b.



In privinta a doud drepte in spatiu care nu au niciun punct comun, avem
doud situatii:

* Doui drepte care nu au niciun punct comun si sunt paralele se numesc
drepte coplanare.

* Doui drepte care nu au niciun punct comun dar nu sunt paralele se
numesc drepte necoplanare.

In figura 7 dreprele a si b sunt paralele si notim a||b. Daci a si b sunt

drepte paralele, atunci ele determini un plan. Notim cu o.=(a, b) planul

determinat de dreptele a si b. Tot in figura 7 dreptele ¢ si d sunt necoplanare
cNd = si nu existd un plan o astfel incAt aC & si b a.

[=/

o Relatii intre o dreapti si un plan

Figura 7

Axioma A, evidentiaza faptul ca daci dreapta a si planul & au in comun
doud puncte distincte, atunci dreapta este inclusi in plan.

In figura 8 dreapta a are in
comun cu planul o punctele dis- A
tincte A si B. Atunci ac «, deci
VPea=Pea.

|Iw
)

Figura 8

* O dreaptd poate sa aibi cu

/ B
un plan un singur punct comun.
A/ De exemplu: Daca punctul
; B este in semispatiul [0B i
4 A . .
o R punctul C este in semispatiul opus,

/ atunci dreapta BC va intersecta

C Figura 9 planul o intr-un singur punct A.

Spunem ca dreapta BC inteapi
planul o (vezi figura 9). Avem BCno={A}.



* O dreaptd a poate si nu aiba cu a

planul o niciun punct comun. In acest
caz spunem ci dreapta a este paraleld cu

planul o. Notim al| @, avem ano =

(vezi figura 10). Figura 10

o Relatii intre plane

* O consecinta a axiomei A4 aratd ca
x A dacd doui plane au in comun trei puncte

B 6 necoliniare, atunci ele coincid.
a=P Deci, daca A, B, C sunt puncte
Figura 11 necoliniare, A, B, Cea si A, B, Cef,

atunci 00 = (vezi figura 11).

* Doud plane care nu au niciun punct co-
mun se numesc plane paralele. % /

In figura 12 planele o si B sunt paralele si

notim || cu aNP=4. / /
p

© Teorema 1. Daci douid plane distincte au

. ) . Figura 12
in comun un punct, atunci ele au o dreaptd
comuna.
o, B, a#p R '
Ipotezi: Concluzie: Existi Be a si Be .
Aea, Aef

Demonstratie: Fie A punctul co-
mun celor doui plane, A€ anp.

Considerim in planul  semidreptele m

si n de origine A situate in semispatiile
opuse de frontierd o (vezi figura 13). Pe
semidreapta m considerim punctul M,

iar pe semidreapta n considerim punc-
tul N. Conform axiomei A; rezultd ci
Figura 13 MN c B. Pe de altd parte, punctele M

si N fiind in semispatii opuse, dreapta
MN ,inteapi“ planul o intr-un punct B. Cum Be MN c, rezultd ci Be B,
prin urmare B€ aNP. Dreapta AB se numeste intersectia planelor o si f.

Despre planele o; si B se spune ci sunt secante.



B. Probleme rezolvate
1. Fie ABCD un patrulater convex in care laturile opuse BC si AD nu sunt

paralele, iar M un punct variabil nesituat in planul patrulaterului. Ardtati ca

planele (MAD) si (MBC) trec printr-un punct fix.
Rezolvare
Planele (MAD)si (MBC), avind un punct
comun, M, au o dreaptd comuni. Deoarece
ADNBC={O} (vezi figura), Oe(MAD)N O

N(MBC) si cum O este un punct fix in planul

(ABC), acesta este punctul ciutat.

D

2. Fie ABC un triunghi, M, N, P mijloacele laturilor BC, CA, respectiv AB
si O un punct arbitrar in exteriorul planului (ABC). Aritati ci planele (OAM),
(OBN) si (OCP) au o dreapti comuni.

@) Rezolvare
Dreptele AM, BN, CP sunt medianele tri-

unghiului ABC. Aceste drepte sunt concurente in

G, centrul de greutate al triunghiului ABC. Avand

Ge AM si AM c (OAM), rezulti Ge (OAM).

b In mod analog se demonstreazi ci Ge (OBN) si
C 0e€(OCP). Dreapta comuni planelor (OAM),
(OBN), (OCP) (intersectia lor) este dreapta OG.

3. Se dau n puncte in spatiu A, A, ..., Ay, oricare trei necoliniare. Aflati

B M

ne N, stiind ci numirul de drepte determinate de cele n puncte este egal cu
numirul de plane determinate de cele n puncte. lon Pitrascu
Rezolvare
Daca considerim fixat punctul Aj, el formeazd cu celelalte n—1 puncte,

n—1 drepte (A,A,, A/A,, ..., A/A, ,, A/A,). Repetind rationamentul pentru

A,, A,, ..., A,, vom obtine de asemenea cite n—1 drepte. Deoarece in acest
2 3 n 5
proces de numirare a dreptelor, fiecare dreaptd a fost numiratd de doud ori,
; n(n-1)
numirul total de drepte n, = T

Si considerim acum o dreapti fixati, de exemplu A/A;, i#j, i,jel, n si

punctul A, i# j#k. Odati fixatd dreapta, punctul A, poate fi ales in n—2

10



moduri. Punctele A;, A;, A, formeaza un plan (AiAJAk ) Deoarece am stabilit

n(n-1) n(n-1)

ca sunt drepte, dreapta A;A; poate fi aleasd in moduri.

-1)(n-2
Numairul de plane determinate va fi n = n(n é(n ) (numirul 6 de la

w plane de

numitor a fost obtinut prin impirtirea cu 3 a numarului

tipul (AiAJ.Ak ) pentru ci acestea din urma au fost numarate de 3 ori).

C s - n(n-1)
Problema cere si gisim n€ N, n>3 pentru care n,=n, & ————==

@(HT—z_ljzoﬁ n(n—16)(n—5)2

n(n—1)(n-2)

= . . Obtinem =0

&S n=5.

4. Aritati ci daca d, si dz sunt doua drepte necoplanare si A este un punct
in spatiu care nu apartine dreptelor, atunci existd o dreapta d care contine
punctul A si intersecteaza dreptele d; si da.

Rezolvare

Punctul A si dreapta d; determind un plan
o. In acest plan sunt continute toate dreptele care
trec prin A si intAlnesc dreapta di, precum si
dreapta care trece prin A si este paralela cu d,. Fie

B=(A, d,). Planele a si B avaind A un punct

comun, au o dreaptd d comuna. Aceasta dreapta d

trece prin A si intalneste d; si da.

5. Fie A si B doud puncte situate in A
acelasi semispatiu ce are frontiera planul «, B

dreapta AB nu este paraleld cu o. Aflati un
punct M in planul o astfel incit [MA — MB|

sa fie maxima.

Rezolvare o
Fie Pe o. In triunghiul PAB, [PA —PB|< AB. Daci ABna={M}, avem

|MA —MB| = AB, in consecinti punctul M este intersectia dreptei AB cu planul o.

11



6. Fie A, B, C, D puncte distincte in spatiu, astfel incdt AB=AC=AD=
=BC=CD =BD. Demonstrati ci punctele A, B, C, D nu pot fi toate in acelasi
plan.

Rezolvare

Presupunem prin absurd ci A, B, C, D sunt puncte situate in acelasi plan.
Atunci triunghiul ABC este echilateral (AB=BC = AC) si, avaind AD=DB=
=DC, punctul D este centrul cercului circumscris acestui triunghi. Deoarece
AABC este ascutitunghic, inseamna ca D este in interiorul lui. Din DA =DB =
= AB avem ci ADAB este echilateral, deci m(ﬁ) =60°. DinDB=DC =BC
rezulti cA ADBC este echilateral, deci m(B/D\C) =60°. Din DA =DC = AC re-
zultd cd ADAC este echilateral, deci m((ﬁ) =60°. Am obtinut ca suma masu-

rilor unghiurilor ADB, BDC, CDA (unghiuri in jurul unui punct) este de
180° contradictie! Presupunerea ficuti este falsi, deci A, B, C, D sunt
necoplanare.

7. Fie ot un plan dat, a o dreaptd paraleld cu o si b o dreaptd astfel incat
bnoa={A}. Construiti prin a si prin b cite un plan astfel incat dreapta lor de

intersectie si fie continuta in L. a b
Rezolvare

Prin punctul A se construieste para- A
lela ¢ la dreapta a, cco. Notim C e
B=(a, c) si y=(b,c). Dreapta ceruti 4 g
este chiar c. Fd

8. Cercul ¢(O) este situat in planul @, iar dreapta a inteapi planul o
intr-un punct A nesituat in interiorul cercului ¢ (QO). Construiti prin dreapta a

un plan care intersecteazi cercul ¢ (O) intr-un singur punct. lon Pitrascu
\& Rezolvare

Sunt de analizat doua cazuri:
1. Punctul A€ ¢(0). In acest caz

construim tangenta t in A la cerc. Aceastd

\ dreapta t si dreapta a determina planul ciutat.
2. Punctul A este in exteriorul cercului.
Construim tangentele AT, si AT la cercul T, 4
©(O).Planele B=(T,, a)si Y=(T,, a) sunt > A
solutii ale problemei. a. T,

12



9. Fie o si B doud plane secante a ciror intersectie este dreapta d. O
dreapti a intersecteazi planul o in punctul A si planul § in punctul B. In planul
o se considerd punctul C astfel incit dreptele AC si d nu sunt paralele. Daca M
este un punct mobil pe (AB) si CM NP ={N}, aritati ci dreptele AC si BN se

intersecteaza pe dreapta d.

d q Rezolvare
I \B( Notim {I} = ACNd si notim y=
i »»\ =(AIB). Avem Ce Al Yy, deci Ce y (1).

%/ﬂ/l N Me (AB) c v, deci Me y (2). Din (1) si
A (2) rezulta CM c v. Deoarece Ne CM
o rezultd Ne 7. Dar Ne B, I€ B. Rezultd ca
Bl yYNPB=IN. Cum Be P si Be v, rezultd ci

Be IN, prin urmare ACNBN ={I}e d.

o

10. Doud triunghiuri ABC si
A'B'C' sunt astfel situate incit drep-
tele AA', BB', CC' sunt concurente
intr-un punct O si BCNB'C'={M},
CANC'A'={N}, ABNA'B'={P}.
Demonstrati ca punctele M, N, P sunt
coliniare. (Teorema lui G. Desargues

—1630)

Rezolvare

Planele (ABC)si (A'B'C')
avand punctul M comun (Me BC c(ABC), Me B'C'c (A'B'C')) au o
dreapti comuni — dreapta lor de intersectie. Notim d =(ABC)n(A'B'C").
Cum Ne (ABC)n(A'B'C') si Pe (ABC) N(A'B'C") (acelasi rationament

ca in cazul lui M) avem ci M, N, P apartin dreptei d, deci sunt coliniare.

11. Si se afle numérul maxim de regiuni in care se poate imparti planul in
care sunt considerate n drepte, ne N,

Rezolvare

Vom nota cu r, numirul maxim de regiuni in care impart planul n drepte
continute in plan. Observim cidaci n=1, r, =2. Daci n=2, r, =4 etc.

13



/XX E-

_)1_ n:;r2= —,3— n= 41'4_11

De asemenea, observim ci:

1. In configuratia ciutati nu putem avea drepte paralele deoarece acestea
reduc numirul de regiuni. Intr-adevir, doui drepte paralele formeazi in plan trei
regiuni, pe cind doud drepte concurente formeazi in plan patru regiuni.

2. In configuratia cu numir maxim de regiuni nu vor exista trei drepte care
trec prin acelasi punct, deoarece astfel am ,,pierde® o regiune in forma de triunghi
format din punctele de intersectie a dreptelor.

Asa cum am afirmat, fie r, numairul maxim de regiuni formate in plan de
n drepte. Presupunind acest numir cunoscut, si observim cum obtinem r_,,
daci mai adiugam la configuratia cu n drepte o altd dreapti. Aceasti noua
dreaptd va fi intersectatd de celelalte n in n puncte distincte. Fiecare segment de
dreapti si semidreapti in care este impirtitd noua dreaptd (a, (n+1)—a dreapti)
determind intr-o regiune veche doud regiuni noi, prin urmare r,, =r, +n+1.

Asadar, vom avea: r, =n+(n—1)+(n=2)+...4+43+2+r. Dar =2 si

n-(n+1 n(n+1
folosind formula 1+2+3+...4+n= %, gisim r, = %+1.
C. Probleme propuse (1)
1. Cate plane se pot construi:
a) printr-un punct; d) prin trei puncte necoliniare;
b) prin doud puncte; e) prin patru puncte dintre care trei
c) prin trei puncte coliniare; sunt coliniare?

2. Dreapta d ,inteapi“ planul o in punctul A. Construiti in planul o
punctele B si C care determind cu d un plan B. Ce puteti afirma despre

intersectia planelor o si 3?

3. Un cerc si un plan au in comun doua puncte. Putem afirma ci cercul
este inclus in plan? Dar daci cercul si planul au in comun trei puncte?

14



4. Fie ABCD un patrulater convex si M
un punct exterior planului (ABC). Aritati ci

intersectia planelor (MAC) si (MBD) con-
tine un punct fix din planul (ABC).

5. In figura alituratd o si B sunt doud
plane secante, dreapta lor de intersectie fiind

b. Dreapta a este situatd in planul B si taie
planul o in punctul A. Punctul A este corect

plasat? Justificati raspunsul dat.

6. In figura alaturatd punctele A, B, C'
sunt coliniare, punctele A, C, B' sunt coliniare
si, de asemenea, punctele B, C, A' sunt coli-
niare. Punctele A', B', C' sunt situate in planul
o. Desenul respectiv este corect? Justificati
raspunsul dat.

7. Fie a si b doud drepte concurente

continute in planul o si M un punct exterior

planului 0. Notim [ planul determinat de M si
dreapta a si Yy planul determinat de M si dreapta b. Evidentiati intersectia
planelor o, B si 7.

8. Fie B si C doud puncte in planul o si A un punct exterior planului 0.
M este un punct al dreptei AB, iar N un punct al dreptei AC. Ardtati ci daca
MN taie planul o, atunci MN taie dreapta BC.

9. Fie A, A', B, B' patru puncte in spatiu. Ardtati ci dacd dreptele AB si
A'B' nu sunt coplanare, de asemenea AA" si BB' nu sunt coplanare.

10. Daci o este un plan dat, A si B sunt doud puncte exterioare lui astfel
incat dreapta AB nu este paraleldi cu o si M este un punct oarecare exterior

planului o, aritati ci planele (MAB) si ot au un punct comun.

Probleme propuse (2)

1. Fie ABCD un trapez cu AB||CD, AB>CD si fie M si N mijloacele
laturilor AB si CD. Notam cu S un punct din spatiu, exterior planului (ABC).
Aritati ci planele (SAD), (SBC) si (SMN) au ca intersectie o dreapta.

15



2. Fie ot un plan dat si a, b doud drepte date necoplanare, neparalele cu o
si necontinute in 0. Construiti prin a si b cite un plan si aceste plane si se

intersecteze in planul .

3. Fie M o multime de n drepte, ne N, n>3 astfel incit oricare doua
drepte din M au intersectia nevida, dar oricare 3 drepte din M au intersectia vida.
Aratati ci existd un plan care contine cele n drepte.

4. Intr-un plan se deseneazi 13 puncte distincte. In exteriorul siu se mai
iau 3 puncte distincte. Gasiti cel mai mic, respectiv cel mai mare numar de
drepte care sa se determine cu aceste puncte.

Nicolae Ivdschescu

5. Precizati cum pot fi alese 5 puncte in spatiu astfel incit numarul de
plane determinate de ele sa fie mai mic decit numairul de drepte determinate de
ele. lon Pitrascu

6. Fie punctele A, B, C, D necoplanare si M€ (AD) cu [AM]
Ne (AC), astfel incat 3NA —2NC =0.

a) Demonstrati ci dreapta MN intersecteazi planul (BCD) intr-un punct P.
b) Calculati PC daci CD =60cm.

[MD] si

Nicolae Ivdschescu
7. Fie in spatiu dreptele a, b si punctul O astfel incit dreapta a intersec-
teazd planul (O, b) in punctul A si dreapta b intersecteazi planul (O, a) in B.

Aratati ci punctele A, O, B sunt coliniare.

8. Intr-un plan sunt situate mai multe drepte, oricare trei neconcurente si
oricare doud neparalele. Stiind ca dreptele determina 947 de regiuni, aflati cite
drepte sunt in plan. Nicolae Ivdschescu

9. Triunghiurile ABC si A'B'C" sunt situate in plane diferite si BCN
NB'C'={M}, ACNnA'C'={N}, ABNA'B'={P}. Se stie ci punctele M, N,
P sunt coliniare si cd dreptele AA' si BB' nu sunt paralele. Aritati ca dreptele
AA', BB', CC' sunt concurente.

10. Intr-un plan se afli mai multe puncte, oricare trei necoliniare. Aflati
numirul punctelor stiind ca dreptele determinate de ele sunt oricare doud
neparalele si oricare trei nu sunt concurente si care determina in plan 3 082 de
regiuni. Nicolae lvischescu
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TEMA2 _ PARALELISM TN SPATIVL

A. Notiuni teoretice

Axioma lui Euclid. Printr-un punct exterior unei drepte se poate duce o
paraleld si numai una la acea dreapta.

© Teorema 1. Daci o dreaptd care trece printr-un punct exterior unui
plan este paraleld cu o dreaptd continutd in acel plan, atunci ea este paralela cu

planul.
A¢ o
L b Ipotezi: Acb Concluzie: b|| o
b|la
/B ; aca
a ° Demonstratie:

Presupunem prin reducere la absurd ca
dreapta b nu este paraleld cu planul o, atunci bna={B}. (1)
Fie B=(a, b). Cum Beb si bcp=Bef. (2)
Din (1) si (2) = Be anP. Dar a "B=a=Bea. Din Be bsi Be a=
= Be anb, contradictie cu ipoteza b || a. Presupunerea ficuti este falsa, prin

urmare b || o.

© Teorema 2. Intersectia dintre un plan si planul determinat de un punct
al sdu cu o dreaptd paralela cu planul este o dreapta paraleld cu dreapta data.
o, Ae o

alla | C
Ipotezi: B (A, a) Concluzie: b||a / 3
anB=>b a A b
Demonstratie:

Presupunem prin reducere la absurd ci b nu este paraleli cu a, atunci fie
{B}=bna. Din Bea (1), Beb, bca=Bea (2). Relatile (1) si (2)
implici Be ana, contradictie cu ipoteza a|| O Presupunerea facuta este falsi,

deci b]||a.
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Remarca
Din teorema 2 rezultd ci: Dacd printr-un punct al unui plan dat ducem o
paraleld a la o dreaptd datd, paraleld cu planul, atunci dreapta a este inclusd in

planul dat.

© Teorema 3. (Tranzitivitatea relatiei de paralelism a dreptelor)
Doua drepte paralele cu o a treia dreapta din spatiu sunt paralele intre ele.

allc
Ipotezi: bl Concluzie: a||b
Demonstratie:

Si presupunem prin absurd ci amb={A}. Cum a si b sunt distincte,
rezultd ci prin A putem duce doua paralele la dreapta c. Prin urmare,
contrazicem axioma lui Euclid, in consecintd, aNb =. Trebuie demonstrat in
continuare ci a si b sunt coplanare. Fie Be b si ao=(B, a). Deoarece c||a, din
teorema 1 obtinem ci c||o. Dreapta b fiind dusa prin Be o, paralela cu c|| o
va fi continutd in o. Asadar a si b sunt continute in planul o si anb=¢,
rezultd deci ca a || b.

© Teorema 4. Daci prin doud drepte paralele ducem doua plane secante,
dreapta lor comuni este paralela cu dreptele date.

allb
/\
/ =k Conclusi clla
otezd: oncluzie:
? B>b cllb
anP=c
. b Demonstratie:
/N Deoarece a||b si b B, rezultd din teorema 1
o
cd a||B. Planul o dus prin a || intersecteaza B dupa

¢, atunci conform teoremei 2 rezultd ci c|la. Din

c|la, al|b si teorema 3 obtinem ci c || b.
© Teorema 5. Daci doud plane sunt paralele, atunci orice dreaptd

continutd in unul dintre ele este paralela cu celalalt plan.
Demonstratia se poate face prin metoda reducerii la absurd. Exercitiu!
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© Teorema 6. Daci doua plane sunt paralele si un al treilea plan le inter-
secteaza, atunci dreptele de intersectie sunt paralele.
Demonstratie prin reducere la absurd. Exercitiu!

© Teorema 7. Segmentele de

dreaptd paralele cu extremititile in
plane paralele sunt congruente. 7
4 /!
A, Ceaqa s i

Dpoteza: 1> DEP / /
ollB
AB||CD / /
Concluzie: [AB] = [CD]

Demonstratie:
Deoarece AB||CD, notand y=(AB, CD) si aplicind teorema 6 rezulti

cd AC||BD. Prin urmare, patrulaterul ABDC este un paralelogram, deci [AB] =
=[CD].

Observatie. Din demonstratie rezulti ci si [AC]=[BD], deci am putea
formula aceasta teorema si astfel:

Doua drepte paralele determina pe doua plane paralele pe care le intersec-
teazd segmente congruente. De asemenea, dreptele determina si intre plane seg-
mente congruente.

© Teorema 8. (Tranzitivitatea relatiei de paralelism a planelor)
Doua plane paralele cu un al treilea plan sunt paralele intre ele.

o B,y

Ipotezd: S ||y Concluzie: o.|| B
Blly

Demonstratie:

Presupunem prin absurd ca o }'f B si notim a=oNP. Din teorema 6

rezultd cd intersectia planului O/ cu 7, adici dreapta pe care o notim b, este
paraleld cu a. Insd, oNy=Db este o contradictie cu ipoteza o ||7y. In consecintd,

presupunerea ficutd este falsi, prin urmare o||f.

© Teorema 9. Printr-un punct exterior unui plan dat trece un singur plan

paralel cu planul dat.
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Demonstratie:
Fie o planul dat si A ¢ o. Construim prin A doud drepte a si b paralele cu
planul o. Notind B=(a, b), demonstrim prin reducere la absurd ci Bl c.

Daci presupunem ci B}'foc, fie c=pNa,

atunci conform teoremei 2 dreapta c va fi 2
paraleld cu una dintre dreptele a si b. (Nu 5 &

este posibil si fie paraleli cu amandoua

dreptele deoarece s-ar contrazice axioma lui
Euclid.) Atunci cealalta dreaptd va inter-

secta ¢, deci planul @, contrazicAndu-se
astfel ipoteza a|lo sau b|lo. Asadar, am o

obtinut un plan B care trece prin A si este
paralel cu 0. Unicitatea acestui plan rezultd din teorema 8. Intr-adevir, daci am
presupune ci prin A trec doud plane B si 7y paralele cu @, atunci teorema 8
implica B ||y, ceea ce contrazice A€ BNY.

Remarca

Din aceastd teorema rezultd c¢i dacd un plan contine doua drepte concu-
rente paralele cu un alt plan, atunci planele sunt paralele.

Urmatoarea teorema, adevirata in plan, este adevarata si in spatiu.

© Teorema 10. (Teorema unghiurilor cu laturile paralele)
Doua unghiuri care au laturile respectiv paralele sunt congruente sau suple-
mentare.

Teorema lui Thales din plan are urmatoarea forma in spatiu:

© Teorema 11. (Teorema lui Thales in spatiu)

Daca doud drepte intersecteazd mai multe plane paralele, atunci pe drepte
se formeaza segmente proportionale.

B. Probleme rezolvate

1. Trapezul ABCD are baza mare AB inclusa
in planul o. Patrulaterul CDEF este un paralelo-
gram cu E¢ o. Ardtati cd EF || o

Rezolvare

CDEF paralelogram = CD || EF; (1)
ABCD trapez si AB bazi = CD || AB. (2) Din (1) si (2) se obtine ca EF|| AB si
cum AB c a, rezulti ci EF || .
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2. Fie o si B doud plane secante, NP =a. Un cerc € (O, r) este inclus

in planul o si este tangent intr-un punct A dreptei a. Aratati ci existd o tangenta

tla cercul ¢ (O, r), t C o pentru care t||p. At
Rezolvare / /
In planul o construim punctul A si sime- /o EOI j

tricul lui fagd de O, A', evident A'e € (O, r). A 1
Construim tangenta t la ¢ (O, r) in A'. Deoarece B
A, O, A'sunt coliniare, t L OA" si a L OA, rezulta
cd t|la. Cum a cf, se obtine t||p.

3. Fie ABCD un paralelogram de
centru O si o dreaptd a care trece prin A
si nu este inclusi in planul (ABC). Daci

M este un punct pe dreapta a si P este

mijlocul lui [MC], ardtati ca dreapta PO
este paraleli cu planul (MAD).

Rezolvare
In ACMA, PO este linie mijlocie, deci

PO|| MA. Deoarece MA = (MAD) si PO || MA, rezulti cerinta PO||(MAD).

4. Punctele B si C apartin unui plan o, iar punctul A este exterior planului

o.. Notim cu D piciorul bisectoarei unghiului ABC si fie E€ (AB), astfel incat

(BE)=(DE). Demonstrati ci DE || c. lon Paitrascu
Rezolvare
In AABC, (BD bisectoare — ABD=
=DBC. (1)

Din (BE)=(DE) rezulti ca triunghiul EBD
este isoscel, prin urmare EBD=EDB. (2)

Din (1) si (2) obtinem ca EDB =DBC. (3)
Relatia (3) aratd ca DE || BC, si cum BC c @, rezultd ci DE]|| o

5. Fie A, B, C, D patru puncte necoplanare. Notim cu G; centrul de
greutate al triunghiului ABC, cu G, centrul de greutate al triunghiului ACD si
cu Gs centrul de greutate al triunghiului ABD. Aratati ci:

a) GG, | (BCD); b) (G1G2G3)|l (BCD).
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Rezolvare
a) G, apartine medianei AM a
AABC si AG, =2GM (1), Me (BC).
G; apartine medianei AN a AACD
si AG, =2G,N (2), Ne (CD).
AG, AG, 2
===

Din (1) §i (2) =L =222 =
D)5 @) GM GN 1

= G,G, || MN.
Deoarece MN c (BCD) = G,G, ||
I (BCD). (3)

AG, :g, unde P este mijlocul lui (BD). Din AG

3 1

1

b) Analog se arata ca

AG
P3 = G,G, || MP si cum MP c (BCD) obtinem ci G,G, ||(BCD). (4)

3

Relatiile (3) si (4) conduc la (G,G,G,)||(BCD).

6. Fie ABCDEF un hexagon regulat si P, Q puncte de aceeasi parte a pla-
nului (ABC), astfel incat triunghiurile PBC si EFQ sunt echilaterale. Stiind ci
PQ este paraleld cu FB, aritati ca:

a) patrulaterele CPQE si BPQF sunt in general trapeze isoscele;

b) daci, in plus, PQ =CE, atunci (PBC) || (QEF).

lon Pdtrascu

Rezolvare Q.

a) ABCDEF fiind hexagon regulat, rezulti ca
BC=FE si BF=CE. Cum ABPC=AFQE=
= PB=FQ. (1) Din ipotezi PQ ||BF (2); rela-
tiile (1) si (2) implica BPQF trapez isoscel. Deoa- A D
rece PQ ||BF si BF||CE (din proprietitile hexa-
gonului regulat), rezulta cd PQ || CE, relatie care B ¢
impreund cu CP = QE conduce la CPQE trapez isoscel.

b) Din PQ =CE si PQ ||CE rezultd ci patrulaterul PCEQ este parale-
logram, prin urmare PC||QE. Din BC||FE (laturi opuse in hexagonul regulat
ABCDEF) si PC|| QE obtinem ci (PBC)|| (QFE).
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7. In doui plane secante o si B sunt
continute cercurile ¢ (O,, r,), respectiv
#(0,, r,). Construiti doui tangente t, t;
la. #(O,, 1), respectiv la ¢(O,,r,),
astfel incat t§i t; si fie paralele.

Rezolvare
Fie a=anP. Construim OA La,

A€ a i notam cu T, unul dintre punctele
de intersectie ale dreptei OA cu

o Bl ¢(0, r,). Notim cu B proiectia pe a a

centrului O; si notdm cu T, unul dintre

punctele de intersectie ale dreptei O,B cu #(O,, r,). Tangentele i, t» construite
inTla?(O.,r) siinT,1a €(0O,, r,), fiind paralele cu a, sunt paralele intre ele.
v h) S 2 b p p

8. Fie ABCD un paralelogram. Punctele P si Q sunt de o parte si de alta a
planului (ABC), astfel incit AP || CQ si triunghiurile ABP si CDQ sunt echila-
terale. Aratati ci:

a) punctele P, O, Q sunt coliniare, unde O este centrul paralelogramului;

b) PB|IQD; Q

o) (QCB)|[I(PAD).

Rezolvare

a) AP||CQ si AP=CQ (fiind laturi de

triunghiuri echilaterale congruente). Obtinem ci

C
patrulaterul APCQ este paralelogram si cum
AO=0C, rezulta cd O este centrul acestui

A

paralelogram, prin urmare punctele P, O, Q sunt
coliniare.
b) Din PO=0Q si OB=0D rezultd ca
PBQD este paralelogram, deci PB || QD.
¢) Din BC||AD laturi opuse in paralelo- P
gramul ABCD si CQ || PA laturi opuse in paralelogramul APCQ obtinem ci
(QCB)|I(PAD).

9. Trapezele ABCD si ABEF au bazele CD si EF congruente. Fie O; si O
intersectiile diagonalelor celor doud trapeze. Demonstrati ci:

a) O,0, || (CBE); b) O,0, || (EFD)'
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Rezolvare

D C a) In trapezul ABCD, conform teoremei lui
Thales, avem AO, =A—B- (1) In mod analog,
O oC CD
AO, AB
din trapezul ABEF obtinem: =" (2
A B P ’ or 2
O> Deoarece CD =EF, din relatiile (1) si (2) re-
zultd AO, Z&. Aceasta relatie si reciproca
F E O0C O,E

teoremei lui Thales implica O,0, || CE. (3)
Relatia (3) si CE c (CBE) conduc la O,0, ||(CBE).

b) Rezolvarea este analoga celei de la a).

10. Fie a, b, c trei drepte, doud
cite doud necoplanare. Construiti o
dreaptd care si intersecteze dreptele a si
b si sd fie paraleli cu dreapta c.

c
b
a
Rezolvare K B
Printr-un punct M al dreptei a / S
ducem o paralela ¢' la dreapta c. Notim N : H
£ H
g ¥ \

ducem in o BA||c', A€ a. Dreapta AB este cea cerutd. Problema nu are solutie

Ocz(a,c'). Fie {B}=bna si prin B

dacd dreapta b este paralela cu planul .

C. Probleme propuse (1)

1. Fie A, B, C, D patru puncte necoplanare. Notim cu M si N, respectiv
mijloacele segmentelor BC si CD. Aratati ca dreapta MN este paraleld cu planul
(ABD).

2. Fie ABCDEF un hexagon regulat si P un punct exterior planului (ABC)
astfel incit triunghiurile PBC si PEF sunt echilaterale. Construiti dreapta de
intersectie a planelor (PBC) si (PEF).

3. Daca a si b sunt doud drepte paralele, cite plane paralele care si contina
dreapta a, respectiv dreapta b, se pot construi?
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4. Fie a, b, c trei drepte in spatiu astfel incit a si b sunt necoplanare, a si c
sunt necoplanare. Rezulta atunci ca b i ¢ sunt necoplanare?

5. Punctele necoliniare A, B, C apartin unui plan @, iar D este exterior

planului. Notim cu M mijlocul segmentului AB. Construiti prin M un plan 3
paralel cu dreptele AD si BC.

6. Daca doud unghiuri in spatiu sunt congruente si au doud laturi respectiv
paralele, rezultd ci ele sunt unghiuri cu laturile paralele?

7. Dreapta a intersecteazd planul o intr-un singur punct, notat A.
Printr-un alt punct al dreptei a se duce o dreaptd b paraleld cu o. Notam cu f3
planul determinat de dreptele a si b. Aritati ci planul B intersecteazd planul o
dupi o dreapta paraleld cu dreapta b.

8. ABCD este un paralelogram continut intr-un plan o. Se duc prin

varfurile paralelogramului patru drepte paralele a, b, ¢, d. Un plan B intersecteaza
aceste drepte in punctele M, N, P, Q, (Mea, Neb, Pec, Qed). Care este
natura patrulaterului MNPQ?

9. Dacid o dreapta intersecteazd unul dintre doud plane paralele intr-un
singur punct, aratati ci il intersecteaza si pe celalalt.

10. O dreapta a are cu planul o un singur punct A comun. Prin punctul A
se duce in planul o o dreapta b. Se considerd punctele P si Q pe a, respectiv pe b.
Notam cu M mijlocul segmentului PQ si cu N simetricul lui A fata de M.
Demonstrati ca dreapta PN este paraleli cu planul o.

Probleme propuse (2)

1. Se dau doui drepte a si b necoplanare si planul a. Fie {A}=ana si
{B}=bnoa. Construiti dreapta CD paraleli cu ot cu Ce a si Deb.

2. Fie ABCD si ABC'D' doud trapeze situate in plane diferite cu
AB||CD||C'D' si (CD)=(C'D"). Notim {O} =ACNBD si {O'}=AC'n
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MNBD'. Paralelele duse prin O si O' la AB intersecteaza [BC] si [BC'] in P,
respectiv. P'. Demonstrati ci dreapta PP' este paraleli cu planul (MOO'),

unde M este mijlocul bazei [AB].

lon Pitrascu, Concursul ,,Sfera“

3. Fie ABCD un tetraedru si G centrul de greutate al fetei (BCD). Para-
lelele prin B, C, D la AG intersecteazd planele (ACD), (ABD), (ABC)
respectiv in B, Cy, D1. Aritati ¢i (B,C,D,)||(BCD).

Ton Albu, Problema O.VIIL.85, RM.T.

4. Fie d, d' doua drepte pe care se iau respectiv punctele A, B, C si
A', B', C'. Aritati ci se pot duce prin dreptele AA", BB', CC' plane paralele
AB BC

intre ele daca §i numai daca =

A'B' B'C"”

5. Se dau un plan o si doud drepte a, b necoplanare si necontinute in .
Construiti un plan P care si indeplineasca urmatoarele conditii:
a) Bl o b) anPB=J; c) bcp.
lon Pitrascu, Problema 415, Revista ,,Alpha“

6. Fie ABCD un paralelogram i E un punct in exteriorul planului siu.
Notim cu M si N mijloacele segmentelor EC si EB.

a) Aratati ci AM si DN sunt drepte concurente.

b) Fie O intersectia dreptelor AM si DN si G centrul de greutate al triun-
ghiului ABD. Demonstrati ci OG || (BMD).

7. Planul unui triunghi ABC confectionat din carton este paralel cu un
plan dat o. Se stie ci AB=18 cm, AC=22cm §i BC=32 cm. O sursd de

lumind S ,arunca“ o umbrd A B,C, a triunghiului ABC pe planul o. Aflati aria

SA 2
triunghiului A B,C, cunoscind ca =

AA 3

8. Fie ABCD un tetraedru, M este mijlocul muchiei AB, iar N mijlocul
muchiei CD.
a) Construiti prin M si N un plan paralel cu muchiile AD si BC.

26



b) Daci P si Q sunt intersectiile planului de la punctul a) cu (AC) si
(BD), ce fel de patrulater este MNPQ?
c) Aritati ci pentru orice plan dus prin M si N, care intersecteazi pe (AC)
in R si pe (BD) in S avem ﬁzs—D
RC SB
lon Pitrascu, Concursul ,, Gherghe Dumitrescu

9. In tetraedrul ABCD, muchia AC este medie proportionali intre AB si

AD. Ducem bisectoarea AM in triunghiul BAD, M€ (BD) si simediana AN in
triunghiul DAC. Demonstrati ci MN este paraleli cu planul (ABC).

lon Pitrascu, Problema L 20, Revista ,,Sfera“

10. Pitratele ABCD si ABEF nu sunt situate in acelasi plan. Se iau pe
(AC) si pe (BF) punctele M, respectiv N, astfel ca [AM]=[BN]. Demonstrati

ci dreapta MN este paraleli cu planul (CDF).

11. Fie tetraedrul ABCD in care AB=BD =BC si m(@) = m(@) =

=m(DBC)=90°. Daci BM L AD, BN L AC, Me AD, Ne AC, P este mij-
locul segmentului (BM), Q este mijlocul segmentului (BN), Se BN astfel

incat m — SAN si I este centrul cercului inscris in triunghiul ADC, demon-
strati ca:
a) PQ || (BCD); b) IS||(BCD).
lon Pitrascu, Nicolae lvdschescu,
Concursul ,, Gheorghe Dumitrescu

12. Fie a, b, ¢ drepte in spatiu astfel incat amb ={O}, asi c sunt necopla-
nare, b si ¢ sunt necoplanare, iar a, b, ¢ nu sunt paralele cu un acelasi plan.

a) Ardtati ca existd o infinitate de drepte d care intersecteazi simultan
dreptele a, b, c.

b) Construiti o dreaptd d care determina pe a, b, ¢ segmente congruente.

¢) Construiti dreapta d astfel incat aria triunghiului OAB si fie minim4,
unde {A}=and si {B}=bnd.

lon Patrascu, P.P. VIII 1204, Revista ,,Alpha*
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