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Sfarsitul impunatoareil Principia

Cea mail importanta notinne metamatematica care a rezultat
definibila in aritmetica a fost demonstrabilitatea: nu intam-
pliator, definitia el e ultima dintre cele 46 de formule din
lista citatd., Motivul intuitiv care permitea aceasta definitie
era simpla, dupd cum i-a explicat Gadel luil Ernst Zermelo
intr-o scriscare din 12 octombrie 1951:

Proprietatea unei formule de a i demonstrabilda e pur combi-

natorica si formala: nu depinde de semnificatia semnelor. Cia

o formula A e demonstrabila intr-un anumit sistem formal

ingeamnd pur si simpin ci exista un gir de formule care:

* fncepe cu anumite axiome ale sistemului;

* ge Lermind cu formula A;

* are proprietatea ca fiecare formula din gir derniva din for-
mulele precedente prin aplicarea unei reguli de inferenta.
Ca reguli de inferenid se considerd in esentd implicatia gi

substitutin, ambele referindu-se doar la simple proprietati com-

binatoria ale formulelor,
Multimea numerelor formulelor demonstrabile poate fi deci
redusd la simple concepte aritmetics.

Scrigcarea continud cu o observatie simpla, dar dezar-
manta, Daca demonstrabilitatea intr-un sistem formal pentru
aritmetica e definibild in interiorul sistemulnui, iar adevarul
nu, atunci demonstrabilitatea s1 adevarul nu sunt acelas
lucru. Asadar, ori exista formule demonatrabile care nu sunt
adevarate, ori exista formule adevarate care nu sunt demon-
strabile. [n primul caz, sisternul nu e corect, decarece contine
falsul; in al doilea caz, nu e complet, pentru ca existi adevi-
ruri pe care nu le poate demonatra. Altfel spus, orice sistem
formal corect pentru arttmelicd e incomplel, daca permite
definirea in interiorul sau a demonstrabilitatii.

Giidel a gasit deci teorema de incompletitudine pentru arit-
metici in punctul de intilnire al celor doudi drumuri pe care



TEOREMA SECOLULLIL o

le parcursese pana atunci, folosind mijloace diferite, Coborand
de-a lungul primului drum, care ducea catre imposibilitatea
definirii adevarnlui, expleatase posibilitatea autoreferintei
unui sistem, aceea care-i permite s defineasca formule ce
gpun despre ele ingegi cd au anumite proprietiti definibile
in gistem. Urednd pe al deilea drum, care ducea catre posibi-
litatea definirii demonstrabilitatii, exploatase in schimb posi-
bilitatea aritmetizdri sistemulul, care-1 permite sa delineasea
anumite notiunl metamatematice.

Micdler: inga, in articolele publicate pe atunci de Gidel,
nu gisim vreo referire la acest parcurs originar, chiar daca
era vorba despre calea regala” care-] dusese drept la tinta,
A confirmat acest lucru in 1966 cind, in introducerea la
cartea postuma a luil John von Neumann Theory of Self-Re-
producing Automata (Teoria automatelor autoreproducdtoare),
a aparut o scrisoare a ga citre Arthur Burks, ingrijitorul edi-
tiel, in care explica:

Imposibilitatea definirii adevirului e adevdaratul motiv pentru
care existi propozitii indecidabile in sistemele formale care
contin aritmetica, Eu, insd, n-am formulat asta explicit in arti-
colul din 1931, ci abia in lectiile mele de la Princeton din 1934,
Acelasi rezultat a fost demonstrat de Tarski in lucrarea sa din
1933 despre conceptul de adewvar,

Cum stim, Gédel avea motivele lui precise pentru care
evita s8a vorbeasca in public despre adevar, motive care-i
Justifican 31 retinerea initiala de a-sl anunta nona teorema
de incompletitudine, dar zi indelungata reticenta de a dez-
valui ,adevdratul motiv® ce-] facuse s-o descopere,

Din punctul sau de vedere, de ;martor tiacut al adevirului”™,
(siidel stia deja ca asezase o piatra de mormant gi pe Principia
Mathematica, la care s-a referit direct ulterior, incepand
chiar en titlul articolului din 1931, Intr-adevar, Russell si
Whitehead incercaserd, pe urmele lui Frege, sa construiasca
un aistem formal universal al matematicii. Acum, Gédel des-
coperiee nu doar ca ei eguaserd, dar si ca nimeni altul n-ar
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fi putut reusi pentru ca orice sistem formal care contine
suficient de multa aritmeticad trebuie za fie incomplet.

Chiar dacd, in scrisoarea deja citatd citre Zermelo, Gidel
preciza:

Cii nu se poate cuprinde intreaga matematicdi intr-un singur
sistem formal rezulta deja din procedeul diagonal al lui Cantor,
S-ar fi putut insi crede ¢ micar anumite sisteme partiale ale
matematicii ar putea fi formalizate in manierda completa, Teo-
rema mea aratd cd gi asta e imposibil atuneci cind sistemul con-
tine cel putin netiunile de adunare gi inmultire pentru numerels
intregs.

Se poate face mai mult

Unul dintre motivele de insatisfactie in privinta demonstratiei
originare a teoremel de incompletitudine era faptul ca fusesa
nevoit ga faca uz explicit de adevar. Dar nu era singurul.
Gadel a facut aluzie la un al doilea motiv de insatisfactie
inir-o nota adaugata in 1965, atunci ciand, intr-un térzu, si-a
publicat lectiile Asupra propozifitlor indecidabile in sistemele
farmale pentru matematicd tinute la Princeton in 1934:

In acest fel se obtine o demonstratie a existenfel unor propozitii
indecidabile in sistem, dar nu un exemplu individual de pro-
pozitie indecidabila,

Pentru a evita eventualele critici ale constructivistilor, lipsa
trebula remediata producénd un exemplu explicit de indeci-
dabilitate, ceea ce nu i-a cerut prea mult efort. [ntr-adevir,
demonstratia originara deriva incompletitudinea din diferenta
dintre adevar gi demonstrabilitate. Atunci, o demonstratie
alternativa ar fi putut presupune prin absurd completitudi-
nea, adicid egalifafen dintre adevar si demonatrabilitate, dedu-
cand de aici ¢ contradictie.

Acum, daca adevarul si demonstrabilitatea sunt egale, pri-
mul e definibil pentru ca a doua e definibila, deci s-ar putea
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ajunge la contradictie reproduciand paradoxul mincinosului
in maniera cunoscuti, cu ajutorul unei formule care 2a afirme
degpre sine ca e falsa. Dar tocmail pentru ca s-a presupus
cd adevarul i demonstrabilitatea sunt egale, acea formula
ar spune despre sine gi ca e nedemonstrabila. [nseamni ed
g-ar putea lucra direct pe aceastd ultima formulare, fird a
mail [ace sa intervina adevarul.

Odata lamurit asupra unei formule care spune despre
gine ci nu e demonstrabila, Gédel si-a dat seama ca o poate
folosi 2i intr-o demonstratie directa. In primul rind, demon-
strabilitatea find definibila, procedeul diagonal ne arata
cum sd definim formula insasi. Mai mult, cum intr-un sistem
corect nu se poate demonstra falsul, formula nu e demon-
strabila, altfel ar i falsa. Dar nefiind demonstrabila s spu-
niand tocmail ca nu e demonstrabila, rezulta ca e adevarata.
Asadar, furnizeaza un exemplu explicit de formula adevarata
sl nedemonstrabila intr-un sistem corect,

Ramane totusi, dupa cum sublinia Gédel intr-o scrisoare
din 7 decembrie 1967 ciatre Wang, faptul ca, din punct de
vedere euristic, exemplul sintactic g1 finitist de incompleti-
tudine fusese obtinut prin considerarea unum concept semantic
gl infinitist prin excelenta”, anume adevarul.

Variatiuni pe tema data

Precedenta versiune a teoremei de incompletitudine e redata
in sectiunea introductiva a faimosului articol din 1931 cu
urmatoarea avertizare:

Metoda de demonstratie pe care tocmal am explicat-o poate fi

in mod evident aplicatd oricarui sistem formal care:

* are |la dispozitie suficiente mijloace de expresie pentru a
defini nofiunile ce apar in discufie, in particular notinnea
de formulia demonstrabila®™;

* demonetreazd doar formule adevarate.
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Scopul dezvoltirii in restul articolului a demonstratiei in manierd
complet precisa e, intre altele, de a inlocui o doua cerintd cu
una pur formald gl mult mai slaba.

int-r—adev&'l_r, fantoma adevarulul dispiruse din definitia
formulei cruciale a teoremei, dar bintuia inca prin ipoteza
semantica a corectitudinn sisternului. Cel mai bine ar fi fost
g-0 inlocuiasca pe aceasta din urma cu ipoteza sintacticd a
consistentei, dar Gidel n-a reusit sa o facd intru totul: avea
s-0 facd in 1936 John Barkley Rosser, unul dintre studentii
care urmasera cursul din 1934 de la Princeton, in articolul
Jxtensions of Some Theorems of Gidel and Church” (,Extin-
deri ale unor teoreme ale lui Gédel si Church™), la care ne
vom referi in cele ce urmeaza.

Azl nu mai e asa de important de specificat notiunea inter-
mediard dintre consistenta g1 corectitudine pe care a folosit-o
Gidel ca sd-si demonstreze teorema. E suficient za stim ca
era una pur sintactici, aga cum e 81 congistenta, gi ci, evitind
orice referire la notiunea de adevar, ferea demonstratia teo-
remei de incompletitudine de orice posibila critica in aceasta
privinti, mai ales din partea formalistilor. In acest punct,
(Giidel putea revendica solutia negativa a celei de-a treia pro-
bleme din lista lui Hilbert de la Bologna, despre completitu-
dinea analizel,

In 28 august 1930, Godel z-a intalnit la Café Reichsrat
din Viena cu trei membri ai Cercului. Unul dintre ei era Carnap,
al carul jurnal pastreaza urmatoarea insemnare din acea zi:
JLescoperire a lui Gidel, incompletitudine a Principio Mathe-
matica, dificultati pentru consistenta” O a doua intdlnire a
avul loc pe 29 august, in acelasi loc, 81 de data asta jurnalul
gpune: JMai intai, Gidel mi-a povestil despre descoperirile
Ini”, Aceste doua notatii diaristice reprezinta primele mar-
turii istorice despre teorema de incompletitudine =1 stabilesc
o limita supericara pentru data la care a fost obtinuta.

1. in Journal of Symbolic Logic, v. 1, 1936, pp. 87-91.



TEOREMA SECOLULLUI a7

De la Kiénigsberg in China

Dincolo de marea placere a vienezilor de a frecventa cafene-
lele, motivul celor doud intdlniri ale unor membri ai Cercului,
la sfirsit de august, era pregitirea célatoriei la Konigsberg
pentru a participa la al doilea Congres de Epistemologia
Stiintelor Exacte organizat de Cercurile de la Viena gi Berlin,
care avea sa se desfasoare intre 5 s1 7 septembrie,

Participantii eei mai cuncecuti eran Carnap, Arend Heyting
gi von Meumann, care, pe 5 geptembrie, au tinut cite o con-
ferinta de o ora asupra celor trei tendinte principale din meta-
matematica, respectiv: logicismul de tip Frege 51 Russell,
intuitionismul de tip Brouwer si formalismul hilbertian. In
ulfimul moment a fost addugatd o a patra conferintd, a lui
Waismann, deapre filosofia matematicii de tip Wittgenstein,

Pe 6 septembrie, Gédel a tinut deja mentionata Conferingd
despre completitudines calewlului functional, in care si-a
anuntat teorema de completitudine a logicii predicatelor,
Textul scris publicat ulterior contine o seurti referire finala
la incompletitudinea aritmeticii, dar, in cele douazeci (1) de
minute care-i fusesera alocate la congrea, Gidel a fost nevoit
ga limiteze discutia la tema principala.

Anuntarea tecremei de incompletitudine a fost facuta
aproape intamplator, pe 7 septembrie, in timpul unei Discufic
asupra fundamentelor matematicii prezidate de Hahn - dis-
cutia a fost consemnati stenografic. In afari de Carnap,
Heyting i von Neamann, fuseserd invitati sa participe Gidel
gl alti membri ai celor doua cercuri.

In timpul discutiei, Carnap a vorbit despre credinta for-
malistilor ca un sistem consistent ar fi automat corect,
altfel epus, ca simpla lipsa a contradictiilor intr-un sistem
ar asigura adevarul tuturor teoremelor sale. La asta se re-
ferea  dificultatea” pe care Carnap o notase deja in jurnal
pe 26 august, probabil fard s-o inteleaga bine, iar Gédel s-a
grabit 8a declare la modul abstract ci s-ar putea ca un



