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Teme recapitulat ive 

Clasa a IX-a 
1. Mul�imi �i elemente de logic� matematic� 

1.1. NO�IUNI TEORETICE 

1.1.1. Tipuri speciale de ra�ionament 

Metoda reducerii la absurd: Pentru a demonstra o implica�ie de tipul: Dac�  
p (ipoteza) atunci q (concluzia), putem presupune concluzia p ca fiind fals� �i apoi 
împreun� cu ipoteza p construim un ra�ionament care conduce la contradic�ie. 
Metoda induc�iei matematice: Se aplic� pentru propozi�ii de forma: Demonstra�i c�, 
oricare ar fi n ∈ �, n ≥ n0, are loc p (n), unde p (n) reprezint� un enun� care depinde de 

variabila n. Se verific� valoarea de adev�r a propozi�iei ob�inute în cazul n = n0, se 
presupune ca fiind adev�rat� propozi�ia ob�inut� în cazul n = k �i se demonstreaz� 
valoarea de adev�r a propozi�iei ob�inute pentru n = k + 1. 

1.1.2. Mul�imi �i cardinale 

Teorem�: Orice mul�ime A cu n elemente, unde n ∈ �, admite 2n submul�imi. 

Defini�ie: Pentru o mul�ime finit� A, numim cardinalul s�u �i not�m Card (A) ca fiind 
num�rul s�u de elemente. 
Propriet��i: Sunt adev�rate urm�toarele propriet��i: 
P1. Card (A ∪ B) = Card (A) + Card (B) – Card (A ∩ B);     
P2. Card (A × B) = Card (A) ⋅ Card (B). 

1.1.3. Mul�imea numerelor reale � 

Defini�ie: Numim modulul unui num�r real x �i not�m |x| ca fiind distan�a de la ori-
ginea axelor la pozi�ia num�rului pe ax�. 
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Propriet��ile modulului:  
P1. 0,  ;x x≥ ∀ ∈�     P2. 0 0;x x= ⇔ =    P3. ;x y x y= ⇔ = ±  
P4. ,  0 ( ;  );x c c x c c< > ⇔ ∈ −    P5. ,  0 ( ;  ) ( ;  );x c c x c c> > ⇔ ∈ −∞ − ∪ ∞  

P6. 
,   dac� 0

,dac� 0

x x
x

x x
≥�

= �− <�
;     P7. x y x y⋅ = ⋅ , , ;x y∀ ∈�  

P8. ,  ,  ;
x x x y
y y

∗= ∀ ∈ ∈� �     P9. ,  ,  .x y x y x y x y− ≤ ± ≤ + ∀ ∈�  

Defini�ie: Numim parte întreag� a num�rului real x �i not�m [x] ca fiind cel mai 
mare num�r întreg, mai mic sau egal cu x. 
Propriet��ile p�r�ii întregi: Pentru orice x ∈ �, au loc propriet��ile: 

P1. [ ] ;x x x= ⇔ ∈�        P2. [ ] [ , 1)x k x k k= ∈ ⇔ ∈ +� . 
Defini�ie: Numim parte frac�ionar� a num�rului real x �i not�m {x} ca fiind dife-
ren�a dintre num�r �i partea sa întreag�. 
Propriet��ile p�r�ii frac�ionare: Pentru orice x ∈ �, au loc propriet��ile: 

P1. { } 0 ;x x= ⇔ ∈�        P2. { } [ )0,1x ∈ .  
 

1.2. PROBLEME DE INI�IERE 

I1.  Determina�i num�rul de submul�imi ale mul�imii A = {a, b, c}.   
I2.  Determina�i num�rul de submul�imi nevide ale mul�imii A = {a, b, c, d}.   
I3.  Reuniunea a dou� mul�imi, cu câte 20 de elemente fiecare, are 31 de elemente. 

Determina�i num�rul de elemente comune ale celor dou� mul�imi.   

I4.  Demonstra�i c� ( ) ( )2 2

3 1 3 1+ + − ∈� . 

I5.  Ar�ta�i c� num�rul ( ) ( ) ( )5 0, 4 0,1 5a = − ⋅ +� �� 	  este întreg. 

I6.  Determina�i a, b ∈ � dac� avem egalitatea de intervale [a – b; a + b] = [1; 7].  

I7.  Fie A = {1, 2, 3, 4, 5}. Determina�i cardinalul mul�imii:  
B = {x = (a – 1)(a – 2)(a – 3) + 4 | a ∈ A}.   

I8.  Determina�i intersec�ia mul�imilor A = (1, 5) �i B = [3, 11].  
I9.  Determina�i partea întreag� a num�rului b = 2,13 + 1,88. 

I10. Rezolva�i în � ecua�ia |x – 2| = 5. 

1.3. PROBLEME DE CONSOLIDARE 

C1. Fie mul�imea A = {a, b, c, d}. Determina�i num�rul de submul�imi ale lui A care 

îl con�in pe d.   
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3.4. TESTE DE VERIFICARE 

Testul 1 

1. Fie func�ia f : {1, 2, 3, 4, 5} → �, f (x) = x2 – 4x. Calcula�i diferen�a între cea mai 

mare �i cea mai mic� valoare a func�iei f. 
2. Determina�i coordonatele punctului de intersec�ie a graficelor func�iilor f, g : � → �, 

f (x) = 2x + 7 �i g(x) = 5. 
3. Determina�i valoarea num�rului real a pentru care punctul de coordonate (1, 5) 

apar�ine graficului func�iei f : � → �, f (x) = 2ax3 – 9. 

4. Fie f : � → �, f (x) = x3 – 1. Calcula�i produsul: 

P = f (0) ⋅ f (1) ⋅ f (2) ⋅ ... ⋅ f (2014). 
5. Demonstra�i c� punctul A(2, 4) apar�ine graficului func�iei f : � → �, f (x) =  

= ax4 – 4ax2 + x + 2 oricare ar fi a ∈ �. 

6. Fie mul�imea A = {1, 2, 3, 4, 5} �i func�ia f : A → �, f (x) = x3 – x2. Determina�i 

elementele mul�imii ( ){ }18M x A f x= ∈ < . 

Testul 2* 

1. Demonstra�i c� func�ia f : � → �, f (x) = x2013 + 3x5 – 4x este impar�. 

2. Func�ia f : � → � verific� rela�ia f (x + 3) = f (x), pentru orice x ∈ �. Dac� f (2) = 11, 

calcula�i f (14). 

3. Demonstra�i c� func�ia f : � → �, f (x) = 1 3x−  este strict descresc�toare. 

4. Fie func�iile f, g, h : � → �, definite prin f (x) = 2x + 3, g(x) = 3x – 5 �i h(x) = 

= (f � g)(x) – (g � f )(x). Demonstra�i c� func�ia g este constant�.  

5. Demonstra�i c� graficul func�iei f : � → �, f (x) = [2x + 1] + 
1

2
 nu intersecteaz� 

axa Ox.  
6. Determina�i coordonatele punctelor de intersec�ie a graficului func�iei f : � → �, 

f (x) = |2x – 8| cu axele de coordonate. 

Testul 3 

1. Fie f : � → �, f (x) = x3 – 1. Coordonatele punctului de intersec�ie a graficului 

func�iei f cu axa Oy sunt: 
A. (–1; 0);  B. (1; 0); C. (0; 1); D. (0; –1). 
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6. Vectori în plan 

6.1. NO�IUNI TEORETICE 

6.1.1. Generalit��i 

Vectorul AB
����

 este caracterizat de 

[ ]

 direc�ia dreptei 

 sensul de la  la 

 modulul egal cu lungimea segmentului 

AB
A B

AB

�•
�•�
�•�

. 

Doi vectori u
�

 �i v
�

 au aceea�i direc�ie dac� dreptele suport sunt paralele sau supra-

puse. Spunem c� vectorii sunt coliniari �i not�m u v
� �

. 

Doi vectori u
�

 �i v
�

 sunt egali dac� au aceea�i direc�ie, acela�i sens �i acela�i modul. 

Not�m u v=
� �

. 

6.1.2. Adunarea vectorilor 

Regula paralelogramului: Dac� ABCD  este paralelogram, atunci AB AD AC+ =
���� ���� ����

. 

Regula triunghiului: Pentru orice puncte ,  ,  ,A B C  avem AB BC AC+ =
���� ���� ����

. 
Propriet��i: Adunarea vectorilor este asociativ�, comutativ�, are element neutru 

vectorul nul 0
�

 �i simetrizabil�. Simetricul vectorului u
�

 se noteaz� u−
�

 �i se nume�te 

vectorul opus. În particular, BA
����

AB= −
����

. 

Sc�derea vectorilor: Avem ( )u v u v− = + −
� � � �

. 

6.1.3. Înmul�irea vectorilor cu scalar 

Defini�ie: Fiind dat num�rul real α �i vectorul u
�

, vectorul uα
�

 are aceea�i direc�ie cu 

u
�

, acela�i sens dac� 0,α >  respectiv sens opus dac� 0α <  �i modulul egal cu uα
�

. 

Propriet��i: Înmul�irea vectorilor cu scalar este distributiv� în raport cu adunarea 
vectorilor.  

Teorem�: Vectorii u
�

 �i v
�

 sunt coliniari dac� �i numai dac� exist� ,α∈�  astfel încât 

u v= α
� �

. 

6.1.4. Rela�ii vectoriale fundamentale 

V1. AB CD ABDC= ⇔
���� ����

este paralelogram. 

V2. Punctul M este mijlocul segmentului [AB] ⇔
2

PA PBPM +=
���� ���������

, pentru orice punct 

P din planul triunghiului. 
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V3. Punctul N ∈ [AB] pentru care 
NA k
NB

= ⇔ ,
1

PA k PBPN
k

+=
+

���� ��������
 pentru orice punct P 

din planul triunghiului. 

V4. Punctul G este centrul de greutate al triunghiului ABC ⇔ ,
3

PA PB PCPG + +=
���� ���� ��������

 

pentru orice P din planul triunghiului. 
 
6.2. PROBLEME DE INI�IERE 

I1. Fie M mijlocul segmentului AB. Determina�i valoarea num�rului real x, pentru 

care MA
����

 + xMB
����

 = AB
����

. 

I2. Fie ABCD un dreptunghi. Determina�i modulul vectorului AB
����

 + CD
����

. 

I3. Fie ABCD un p�trat de latur� 2. Determina�i modulul vectorului AB
����

 + AD
����

. 
I4. Într-un plan se consider� punctele A, B, C �i D. Demonstra�i c�:  

AB
����

 + BC
����

 = AD
����

 + DC
����

. 

I5. Fie ABCD un paralelogram. Demonstra�i c� AB
����

 + AD
����

 + CA
����

 = 0
�

. 
I6. Fie O  intersec�ia diagonalelor paralelogramului ABCD. Demonstra�i c�:  

OA
����

 + OB
����

 + OC
����

 + OD
����

 = 0
�

. 

I7. Fie ABCD un paralelogram �i x, y ∈ � cu proprietatea c� xAB
����

 + yCD
����

 = 0
�

. 

Demonstra�i c� x = y. 
I8. Fie ABCD un dreptunghi în care AB = 6 �i AD = 8. Determina�i modulul vecto-

rului AB
����

 + .AD
����

 

I9. Fie ABCD  un paralelogram. Determina�i ,x ∈�  dac� 0AB xAC AD+ + =
���� ���� ���� �

. 

I10. Fie dreptunghiul ABCD  �i ( ),  ,M N AB∈  astfel încât .AM MN NB= =  Deter-

mina�i ,x ∈�  pentru care MN xCD=
����� ����

. 
 
6.3. PROBLEME DE CONSOLIDARE 

C1. Într-un plan se consider� punctele M, N �i P. Determina�i modulul vectorului 

MN
�����

 + NP
����

 + PM
�����

. 
C2. Fie M, N, P mijloacele laturilor AB, BC �i, respectiv, CA ale triunghiului ABC. 

Demonstra�i c� AM
�����

 + BN
����

 + CP
����

 = 0
�

. 
C3. Fie M, N, P mijloacele laturilor AB, BC �i, respectiv, CA ale triunghiului ABC. 

Demonstra�i c� 0.AM NP+ =
����� ���� �

 
C4. Fie M mijlocul laturii BC a triunghiului ABC. Determina�i valoarea num�rului x 

pentru care GA
����

+ xGM
�����

 = 0
�

, unde G este centrul de greutate al triunghiului. 
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Clasa a X-a 
1. Numere reale 

1.1. NO�IUNI TEORETICE 

1.1.1. Radicali 

Defini�ie: Numim radical de ordin n ∈ �, n ≥ 2, din num�rul pozitiv a �i not�m n a  

ca fiind acel num�r pozitiv x unic cu proprietatea .nx a=  

Observa�ie: Dac� x ∈ �, atunci, pentru orice n ∈ �, n ≥ 2, dac� ,n x ∉�  atunci 

\n x ∈� � . 

Propriet��ile radicalului: Urm�toarele rela�ii sunt adev�rate pentru orice a, b ≥ 0 �i 
m, n ∈ �, m, n ≥ 2. 

P1. m m ma b ab⋅ = ;  P2. 
m

m
m

a a
bb

= , 0b ≠ ; 

P3. mn nmp pa a= ;  P4. n m mna a= . 
Observa�ie: Dac� n  este impar, putem calcula n x  �i dac� x < 0. În aceste condi�ii 
n nx x− = − . 

Observa�ie: Avem ( )n
n x x= , dar 

,  este impar

, este par
n n x n

x
x n

��= �
��

. 

1.1.2. Puteri cu exponent real 

Observa�ie: No�iunea de ridicare la putere se poate generaliza astfel: 

1
, 0,n

nx x n
x

− ∗= ≠ ∈� ; 
1

, 0,nnx x x n ∗= ≥ ∈� ; , 0, ,  
m

n mnx x x m n ∗= ≥ ∈� .  

Propriet��ile ridic�rii la putere: Pentru orice , 0x y >  �i orice ,  ,p r ∈�  au loc rela�iile: 

P1. ;p q p qx x x +=   P2. ;
p

p q
q

x x
x

−=   
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P3. ( ) ;
qp pqx x=   P4. ( ) p p pxy x y= . 

1.1.3. Logaritmi 

Defini�ie. Fie , 0,  1.a b a> ≠  Solu�ia (unic�) a ecua�iei xa b=  se nume�te logaritm în 
baza a din b �i se noteaz� cu log .ab  
Propriet��ile logaritmului: Logaritmul are urm�toarele propriet��i valabile pentru 
orice ,  ,  ,a b x  0,y >  ,  1a b ≠ : 

P1. log log loga a axy x y= + ;  P2. log log loga a a
x x y
y

= − ;  

P3. log log ,a ax xα = α α ∈� ;  P4. log
log

log
b

a
b

xx
a

= . 

Observa�ie: Dac� ,  a b∈�  sunt numere prime diferite, atunci log \a b∈� � . 
 
1.2. PROBLEME DE INI�IERE 

I1. Calcula�i (–1)5 + (–2)4 + (–3)3 + (–4)2 + (–5). 
I2. Calcula�i (–1)1 + (–1)2 + … + (–1)100. 

I3. Calcula�i 
11

3 1
8

2

−
� �− � �
� �

. 

I4. Calcula�i 3 3125 16 27+ + − . 

I5. Calcula�i 11 7

1
log 11 log

7
+ . 

I6. Calcula�i 3 5log 81 log 25 lg100000+ − . 

I7. Ordona�i cresc�tor numerele a = 3 27− , b = 2

1
log

16
, c = –2. 

I8. Demonstra�i c� 
2

3
4

1
log 64 1000 16

3

−
� �+ = + � �
� �

. 

I9. Demonstra�i c� 3
11log 121 27< . 

I10. Dac� 2log 3 ,a=  demonstra�i c� 2log 6 1 a= + .  
 
1.3. PROBLEME DE CONSOLIDARE 

C1. Calcula�i 18 32 50 72− − + . 

C2. Ar�ta�i c� 
7 8 1

2 14 5
2 7 14

− − = . 
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7. Probleme de sintez� din materia claselor IX–X 

Varianta 1 

1. Demonstra�i c� num�rul ( ) ( )5 5 5log 9 6 log 9 6 log 3= − + + −A  este natural. 

2. Fie x1 �i x2 solu�iile ecua�iei x2 – mx + 2 = 0. Determina�i m ∈ �, �tiind c� x = 9. 

3. Rezolva�i în mul�imea numerelor reale ecua�ia 1 25 5 150+ ++ =x x . 
4. Determina�i num�rul de elemente ale unei mul�imi care are 45 de submul�imi cu 

dou� elemente. 
5. În sistemul de coordonate xOy consider�m punctele A(1, 3) �i B(5, a), a ∈ �. 

Determina�i a, �tiind c� lungimea segmentului AB este 5. 
6. Determina�i lungimea laturii BC a triunghiului ABC, �tiind c� m('A) = 30° �i raza 

cercului circumscris R = 10 cm. 

Varianta 2 

1. Determina�i num�rul real x, �tiind c� numerele 2x + 1, 3x – 5 �i 2x – 5 sunt termenii 
consecutivi ai unei progresii aritmetice. 

2. Consider�m func�ia f : � → �, f (x) = 3x – 5. Demonstra�i c�: 

( ) ( )7 5

7 5

−
∈

−
�

f f
. 

3. Rezolva�i în mul�imea numerelor reale ecua�ia 2 2 3 1+ + = −x x x . 
4. Dup� dou� scumpiri succesive de pre�, una cu 10% �i una cu 15%, un produs cost� 

253 de lei. Determina�i pre�ul ini�ial al produsului. 
5. Scrie�i ecua�ia dreptei ce trece prin punctul ( )1,3A �i este paralel� cu dreapta de 

ecua�ie x + y – 2 = 0. 
6. Determina�i raza cercului circumscris unui triunghi dreptunghic cu catetele 6 cm, 

respectiv 8 cm. 

Varianta 3 

1. Demonstra�i c� 
1 2 1 2

1 2 1 2

+ −+ ∈
− +

� . 

2. Consider�m func�ia f : � → �, f (x) = 2x – 1. Calcula�i ( )( )1� �f f f . 

3. Rezolva�i în mul�imea numerelor reale ecua�ia ( ) ( )lg 1 lg 4 1 1+ + + =x x . 

4. Consider�m mul�imea A = {0, 1, 2, 3, 4}. Determina�i num�rul tuturor numerelor 
pare de dou� cifre diferite care se pot forma cu elementele mul�imii A. 

5. În sistemul de coordonate xOy, consider�m punctele A(2, 1), B(8, 3) �i C(0, 3). 
Determina�i coordonatele punctului D, �tiind c� ABDC este paralelogram. 
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Clasa a XI-a 
1. Matrice 

1.1. NO�IUNI TEORETICE 

1.1.1. Generalit��i  

Forma general�: A = 

11 12 1

21 22 2

1 2

 ...  

 ...  

.......................

...

n

n

m m mn

a a a
a a a

a a a

� �
� �
� �
� �
� �� �
� �

, unde 11 12,  ,  ...,  mna a a  se numesc coeficien�i.  

Not�m cu Mm×n (K) mul�imea matricelor cu m linii �i n coloane �i coeficien�i în 
mul�imea K. 

Dac� m = n, matricele se numesc p�tratice �i avem Mn×n (K) 
not

= Mn (K). 

Cazuri particulare: On = 

0 0 ... 0

0 0 ... 0

0 0 ... 0

� �
� �
� �
� �
� �
� �

� � � �
 – matricea nul�, In = 

1 0 ... 0

0 1 ... 0

0 0 ... 1

� �
� �
� �
� �
� �
� �

� � � �
 – 

matricea unitate.  

Fiind dat� matricea A = 

11 12 1

21 22 2

1 2

... 

...

.......................

...

n

n

m m mn

a a a
a a a

a a a

� �
� �
� �
� �
� �� �
� �

 ∈ Mm×n (K), transpusa sa este matricea 

11 21 1

12 22 2

1 2

...

...

.......................

...

m

mt

n n nm

a a a
a a a

A

a a a

� �
� �
� �= � �
� �� �
� �

∈ Mn×m (K). Edit
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AB = 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

.......................

...

p

p

m m mp

c c c
c c c

c c c

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �

 ∈ Mm×p (K), unde cij = ai1b1j + ai2b2j + ... + ainbnj, pentru orice  

i ∈ {1, 2, ..., m} �i j ∈ {1, 2, ..., n}. 
 
Propriet��ile înmul�irii matricelor: Opera�ia de înmul�ire a matricelor: 
� este asociativ�; 
� în general nu este comutativ�;  
� opera�ia de înmul�ire a matricelor p�tratice admite element neutru matricea unitate In; 
� este distributiv� în raport cu adunarea matricelor. 
 

Puterile unei matrice p�tratice: 
Fiind dat� o matrice A ∈ Mn (K), atunci ...k

k

A A A A= ⋅ ⋅ ⋅����  pentru orice k ∈ �*. 

Propozi�ie: Sunt adev�rate rela�iile AkAl = AlAk = Ak+1 �i ( )k l klA A=  pentru orice  

A ∈ Mn (K) �i k, l ∈ �*. 

1.1.3. Urma unei matrice p�tratice  

Dac� A = 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

.......................

...

n

n

n n nn

a a a
a a a

a a a

� �
� �
� �
� �
� �� �
� �

 ∈ Mn (K), atunci urma sa este Tr (A) = a11 + a22 + ... + ann. 

Propriet��i: Pentru orice A, B ∈ Mn (K) �i α ∈ K, avem: 
T1. ( ) ( ) ( )Tr A B Tr A Tr B+ = + ;     T2. ( ) ( )Tr A Tr Aα = α ;     T3. ( ) ( )Tr AB Tr BA= . 
 
1.2. PROBLEME DE INI�IERE 

I1.  Determina�i valorile numerelor reale a, b, pentru care matricele:  

 A = 
2 3 4

3 5 7

a
b

+� �
� �−� �

 �i B = 
11 4

16 7

� �
� �
� �

 sunt egale. 

I2. Calcula�i suma matricelor A = 
2 4 6

3 5 8

� �
� �
� �

 �i B = 
1 1 1

2 3 4

−� �
� �− − −� �

. 

I3. Fiind dat� matricea A = 

2 0 4

3 5 2

2 1 3

−� �
� �−� �
� �− −� �

, determina�i matricea –3A. 
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I4. Determina�i produsul matricelor A = 
2 3

4 5

� �
� �
� �

 �i B = 
1 2

4 1

� �
� �
� �

. 

I5. Consider�m matricea B = 

1 0 1

0 1 0

1 0 1

� �
� �
� �
� �
� �

. Calcula�i B2. 

I6. Se consider� matricea A = 
2 3

4 5

� �
� �
� �

. Demonstra�i c� A2 – 7A = 2I2. 

I7. Pentru matricele A = 
2 3

4 5

� �
� �
� �

 �i B = 
1 2

4 6

� �
� �
� �

 demonstra�i c� Tr (A) = Tr (B). 

I8. Fie A = 
2 3

2 3

� �
� �
� �

. Determina�i x ∈ �, pentru care A2 = xA. 

I9. Consider�m matricele A = 
2 1

1 2

� �
� �
� �

 �i B = 
3 4

4 3

− −� �
� �− −� �

. Demonstra�i c� AB = BA. 

I10. Fie A = 
1 1

1 1

−� �
� �−� �

. Determina�i cel mai mic num�r natural n, pentru care An = O2. 

 

1.3. PROBLEME DE CONSOLIDARE 

C1. Demonstra�i c�, oricare ar fi num�rul real a, matricele A = 
2 2 5

3 3 2

a
a

+� �
� �+� �

 �i B =  

= 
2 7

3 8

� �
� �
� �

 nu pot fi egale. 

C2. Fie matricele A = 
3 12

6 18

� �
� �
� �

 �i B = 
2 8

4 12

� �
� �
� �

. Demonstra�i c�:  

 (2x + 2)A – (3x + 3)B = O2, pentru orice x ∈ �. 

C3. Fie matricea Ak = 
2 2

1 0

k k
−

� �
� �
� �

, unde k ∈ �. Determina�i suma elementelor matri-

cei B = A1 + A2 + ... + A5. 

C4. Fie matricele A = 
1 2 3

2 4 6

� �
� �
� �

 �i B = 

1 2

1 2

1 2

−� �
� �−� �
� �−� �

. Demonstra�i c� AB = O2. 
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Clasa a XII-a 
1. Legi de compozi�ie 

1.1. NO�IUNI TEORETICE 

1.1.1. Legi de compozi�ie 

Fie G o mul�ime nevid� �i o lege „∗”. Legea „∗”:  
� este lege de compozi�ie pe G  dac� x y G∗ ∈  pentru orice ,x y G∈  (se mai spune 

c� mul�imea G este parte stabil� în raport cu legea „∗”); 
� este comutativ� dac� x y y x∗ = ∗  pentru orice , ;x y G∈  

� este asociativ� dac� ( ) ( )x y z x y z∗ ∗ = ∗ ∗  pentru orice ,  ,  ;x y z G∈  

� admite element neutru dac� exist� un element u ∈ G, astfel încât x u u x x∗ = ∗ =  
pentru orice x ∈ G; 
� este simetrizabil� dac� pentru orice x ∈ G exist� un element x' ∈ G, astfel încât 

.x x x x u′ ′∗ = ∗ =  
Observa�ie: Elementul x' se nume�te simetricul lui x în raport cu legea de compozi�ie „∗”. 

1.1.2. Mul�imea claselor de resturi 

Fie mul�imea numerelor întregi �  �i n ∗∈�  fixat. Pentru orice { }0,  1,  2,  ...,  1 ,r n∈ −  

definim mul�imea { }restul împ�r�irii lui  la  este egal cu r z z n r= ∈� � . 

Mul�imea { � �}0, 1, 2, ...,  1n n= −� ��  se nume�te mul�imea claselor de resturi modulo n. 

Definim opera�iile:  

� � �x y z+ = � , unde z este restul împ�r�irii num�rului x + y la n; 

� � �x y t⋅ = � , unde t este restul împ�r�irii num�rului xy la n. 
Propriet��i: 
� adunarea din n�  este lege de compozi�ie asociativ� �i comutativ�; 

� adunarea admite element neutru elementul 0� ; 

� orice element � nx ∈�  este simetrizabil, simetricul s�u fiind elementul �n x− , care se 

mai noteaz� �x− ; 
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� înmul�irea din n�  este lege de compozi�ie comutativ�, asociativ� �i distributiv� în 
raport cu adunarea; 

� înmul�irea admite element neutru elementul 1� ; 

� evident, �0 0x⋅ =� �  pentru orice � nx∈� ; 

� dac� n este num�r prim, atunci din � � 0x y = �  ob�inem � 0x = �  sau � 0y = � ; dac� n  nu este 

prim, nu este adev�rat întotdeauna (de exemplu, în 6�  avem �3 4 0);⋅ =� �  

� un element �x  este inversabil dac� exist� �y  astfel încât � � 1x y = � ; atunci �y  este inver-

sul lui �x  �i se noteaz� �
1

x
−

; 

� un element �x  este inversabil dac� �i numai dac� numerele x  �i n  admit divizor 
comun doar pe 1. 
 
1.2. PROBLEME DE INI�IERE 

I1. Pe �  definim legea „ ”�  prin 3.x y x y= + −�  Calcula�i 4 9.�  

I2. Pe �  definim legea „ ”�  prin 3.x y x y= + −�  Demonstra�i c� aceast� lege 
este comutativ�.  

I3. Pe �  definim legea „ ”�  prin 3.x y x y= + −�  Demonstra�i c� aceast� lege 
este asociativ�. 

I4. Pe �  definim legea „ ”�  prin 3.x y x y= + −�  Demonstra�i c� 3 este elementul 
neutru al acestei legi. 

I5. Pe �  definim legea „ ”�  prin 3x y x y= + −� . �tiind c� legea admite pe 3 ca 
element neutru, determina�i simetricul elementului x = 7 în raport cu aceast� 
lege. 

I6. Pe �  definim legea „ ”�  prin 3x y x y= + −� . Determina�i valoarea num�rului 
real x, pentru care 21x x x =� � . 

I7. În 6� , calcula�i �2 5+ � . 

I8. În 6� , calcula�i �2 5⋅ � . 

I9. Consider�m mul�imea 
 0

0  

a
C a

a
� �� �� �= ∈	 �� �
� �� �
 

� . Demonstra�i c�, oricare ar fi 

,  ,X Y C∈  avem .X Y C+ ∈  

I10. Consider�m mul�imea 
 0

0  

a
C a

a
� �� �� �= ∈	 �� �
� �� �
 

� . Demonstra�i c�, oricare ar fi 

,  ,X Y C∈  avem .X Y C⋅ ∈  
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Teste pentru 
Bacalaureat,   

dup� modelul  M.E.  
1. Modele de teste rezolvate  
pentru examenul de Bacalaureat  

Testul 1 

 
Subiectul I (30 de puncte) 
(5p) 1. Demonstra�i c� num�rul a = lg 30 + lg 2 – lg 6 este natural. 
(5p) 2. Demonstra�i c� ecua�ia (a2 + 1)x2 – 2x + 1 = 0 nu admite r�d�cini reale, oricare 

ar fi a ∈ �*. 

(5p) 3. Se consider� func�ia f : � → �, f (x) = 2x – 1. 

Calcula�i
1 1

( 1) (0) (1)
2 2

f f f f f� � � �− −� � � �
� � � �

. 

(5p) 4. Calcula�i probabilitatea ca, alegând la întâmplare un num�r din mul�imea 

{ }3 2 2
4 5 4, ,C C C , acesta s� fie divizibil cu 3. 

(5p) 5. În reperul cartezian xOy se consider� punctele A(2, 4), B(6, 8) 
i C(8, 2). 
Calcula�i distan�a de la C la mijlocul segmentului AB. 

(5p) 6. Calcula�i (cos 120° + cos 60°)(sin 135° – sin 45°). 
 
Subiectul al II-lea (30 de puncte) 

 1. Se consider� sistemul de ecua�ii 

2 3

2 1

3 2

x y az
x y z
x y z

+ − =�
� − − =	
�− + + =


, unde a este un parametru 

real. Not�m cu A matricea sistemului. 
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(5p) a) Demonstra�i c� tripletul (–1, 2, –5) este solu�ie a sistemului în cazul a = 0.  
(5p) b) Determina�i determinantul matricei A. 
(5p) c) Dac� a ≠ 0, demonstra�i c� solu�iile sistemului nu depind de a.  
 2. Se consider� mul�imea H = � �

8{0, 2, 4, 6} .⊂� � �  

(5p) a) Demonstra�i c� mul�imea H este parte stabil� în raport cu adunarea din �8. 

(5p) b) Determina�i x ∈ H cu proprietatea c� x3 = 0� . 

(5p) c) Calcula�i � �2012 2012 2012 2012
0 2 4 6+ + +� � .  

 
Subiectul al III-lea (30 de puncte) 
 1. Se consider� func�ia f : � → �, f (x) = ex – x. 

(5p) a) Calcula�i f '(x). 
(5p) b) Determina�i intervalele de monotonie ale func�iei f. 

(5p) c) Demonstra�i c� 
3

2
e ≥ . 

 2. Se consider� func�ia f : (0, ∞) → �, f (x) = 
ln x

x
. 

(5p) a) Calcula�i 
4

1

( )
.

ln

f x dx
x�  

(5p) b) Determina�i volumul corpului ob�inut prin rota�ia în jurul axei Ox a graficului 

func�iei g : [1, e] → �, g(x) = f (x). 

(5p) c) Demonstra�i c� 
1

1

( ) 0.

e

f x dx ≤�  

 

Testul 2 
 
Subiectul I (30 de puncte) 
(5p) 1. Calcula�i 3 2

6 4 3C A− + . 

(5p)  2.  Rezolva�i în � ecua�ia log3 (x2 – 16) = 2. 

(5p) 3. Se consider� progresia aritmetic� *( )n n
a

∈�
pentru care a1 = 2 
i a5 = 18. 

Calcula�i a2012. 
(5p) 4. Dup� dou� scumpiri succesive cu 10% 
i apoi cu 20%, pre�ul final al unui 

produs este 1 320 de lei. Determina�i pre�ul ini�ial. 
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(5p) 5. În sistemul de coordonate carteziene xOy se consider� punctele A(1, 1),  
B(3, 2) 
i C(m, 3). Determina�i valoarea num�rului real m, 
tiind c� punctele  
A, B 
i C sunt coliniare. 

(5p) 6. Demonstra�i c� sin220° + sin270° = 1. 
 
Subiectul al II-lea (30 de puncte) 

  1. Se consider� matricele A = 
4 3

3 2

� �
� �
� �

, I2 = 
1 0

0 2

� �
� �
� �

 
i O2 = 
0 0

0 0

� �
� �
� �

. 

(5p) a) Demonstra�i c� A2 – 6A – I2 = O2. 
(5p) b) Demonstra�i c� matricea A este inversabil� 
i determina�i inversa sa. 
(5p) c) Demonstra�i c� A2012 – 6A2011 – A2010 – A4 + 6A3 + A2 = O2. 

  2. Se consider� polinomul f = X 
3 – 3X 

2 + 3X – a ∈ �[X]. Not�m cu x1, x2 
i x3 

r�d�cinile sale. 
(5p) a) Determina�i valoarea num�rului real a, 
tiind c� x1 = 1. 

(5p) b) Demonstra�i c� (x1 – 1)2 + (x2 – 1)2 + (x3 – 1)2 = 0, oricare ar fi a ∈ �. 

(5p) c) Determina�i valoarea num�rului real a, 
tiind c� polinomul f are toate r�d�-
cinile reale.  

 
Subiectul al III-lea (30 de puncte) 

  1. Se consider� func�ia f : [0, ∞) → �, f (x)
1

x
x

=
+

 – ln(x + 1). 

(5p) a) Demonstra�i c� f '(x)
2( 1)

x
x

= −
+

, pentru orice x ∈ [0, ∞). 

(5p) b) Demonstra�i c� func�ia f este strict descresc�toare. 

(5p) c) Demonstra�i c� ln( 1)
1

x x
x

≤ +
+

, pentru orice x ∈ [0, ∞). 

  2. Se consider� func�ia f : (0, ∞) → �, f (x)
2

2

1x x
x

+ += . 

(5p) a) Calcula�i
2

1
( ) .

xf x dx
x
+� �−� �

� ��  

(5p) b) Calcula�i
2

1

( ) .f x dx�  

(5p) c) Folosind, eventual, inegalitatea x2 + 1 ≥ 2x, pentru orice x ∈ (0, ∞), demonstra�i 

c� 
1

( ) 3
e

f x dx ≥� . 

Edit
ura

 Para
lel

a 4
5



Testul 11 

 201 

Testul 11 
Subiectul I (30 de puncte) 
(5p) 1. Determina�i x ∈ (0, ∞) pentru care numerele 2, x + 3, 8 sunt termenii con-

secutivi ai unei progresii geometrice. 

(5p) 2. Se consider� func�ia f : � → �, f (x) = x2012 + x2 + 1. Demonstra�i c�: 

f (–3) – f (–1) + f (1) – f (3) = 0. 
(5p) 3. Se consider� mul�imea A = {a, b, c, d, e, f}. Câte submul�imi ale mul�imii A 

au cel pu�in 5 elemente? 

(5p) 4. Ordona�i cresc�tor numerele 
1

2 3−
, 2

1
log

8
 
i 0,(13). 

(5p) 5. Într-un sistem de axe xOy, se consider� punctele A(1, 1), B(2, 4) 
i C(4, 2). 
Demonstra�i c� triunghiul ABC este isoscel. 

(5p) 6. Demonstra�i c� cos 10° + cos 30° + cos 50° + … + cos 170° = 0. 
 
 
Subiectul al II-lea (30 de puncte) 

  1. Se consider� matricele A = 
3 4

2 3

−� �
� �−� �

, O2 = 
0 0

0 0

� �
� �
� �

 
i I2 = 
1 0

0 1

� �
� �
� �

. 

(5p) a) Demonstra�i c� A2 – I2 = O2. 
(5p) b) Demonstra�i c� matricea A este inversabil� 
i determina�i inversa sa.  

(5p) c) Da�i exemplu de dou� matrice X, Y ∈ �2(�) \ {O2} pentru care XY = O2. 

 2. Pe mul�imea 6�  definim opera�ia „ ⊕ ” definit� prin 3x y x y⊕ = + + � , 
pentru orice 6,x y ∈� . 

(5p) a) Calcula�i �5 4⊕� . 
(5p) b) Demonstra�i c� legea „ ⊕ ” este asociativ�. 
(5p) c) Determina�i elementul neutru al legii „ ⊕ ”.  

 
Subiectul al III-lea (30 de puncte) 

  1. Se consider� func�ia f : � → �, f (x)
3 2

2

2 2

1

x x
x
+ +=

+
. 

(5p) a) Demonstra�i c� f '(x)
2 2

2 2

( 3)

( 1)

x x
x

+=
+

. 

(5p) b) Demonstra�i c� graficul func�iei f nu admite puncte de extrem. 
(5p) c) Determina�i ecua�ia asimptotei oblice la +∞, la graficul func�iei f. 
  2. Se consider� func�ia f : [0, 2] → �, f (x) = ex + e2–x. 

(5p) a) Determina�i primitivele func�iei f. 
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(5p) b) Determina�i volumul corpului ob�inut prin rota�ia în jurul axei Ox a graficului 

func�iei g : [0, 2] → �, g(x) = f (x) – e2–x. 

(5p) c) Folosind, eventual, inegalitatea a + b ≥ 2 ab , a, b > 0, demonstra�i c� 
2

0

( ) 4 .f x dx e≥�  

Testul 12* 
 
Subiectul I (30 de puncte) 
(5p) 1. Determina�i cel mai mare num�r întreg x care verific� inegalitatea x < 3 2 . 
(5p) 2. Demonstra�i c� r�d�cinile ecua�iei x2 – mx – (m + 2) = 0 sunt reale distincte, 

oricare ar fi valoarea parametrului real m. 

(5p) 3. Rezolva�i în � inecua�ia 34–2x ≤ 81. 

(5p) 4. Demonstra�i c� 0 2 4 3
4 4 4 2C C C+ + = . 

(5p) 5. Fie M, N, P mijloacele laturilor BC, CA 
i, respectiv, AB ale triunghiului 

ABC. Ar�ta�i c� BM
�����

+ CN
����

 + AP
����

 = 0. 
(5p) 6. Se consider� triunghiul ABC în care AB = 4, BC = 6 
i AC = 8. Determina�i 

cos A. 
 
Subiectul al II-lea (30 de puncte) 
 1. În sistemul de axe xOy, se consider� punctele A(1, 1), B(9, 3) 
i C(3, 7). 

Not�m cu M mijlocul laturii BC. 
(5p) a) Determina�i ecua�ia dreptei AM. 
(5p) b) Demonstra�i c� triunghiurile AMB 
i AMC au arii egale. 
(5p) c) Demonstra�i c�, pentru orice punct P ∈ AM, triunghiurile ABP 
i ACP au 

aceea
i arie. 

 2. Pe mul�imea A = (0, ∞) definim legea „ � ” definit� prin x � y = xy .  

(5p) a) Demonstra�i c� 16� 81 ∈ .�  
(5p) b) Demonstra�i c� 1� (16� 81) < (1 � 16)� 81. 
(5p) c) Demonstra�i c� legea „� ” nu este asociativ�.  

 
Subiectul al III-lea (30 de puncte) 

  1. Se consider� func�ia f : � → �, f (x) = 
2 , 1

2 1, 1

ax x
x x

� <
	

− ≥

. 

(5p) a) Determina�i valoarea num�rului real a, 
tiind c� func�ia f este continu� în 
punctul x = 1. 
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Testul 23 

Subiectul I (30 de puncte) 
(5p) 1. Determina�i num�rul real x pentru care numerele 2, x + 2 
i 10 sunt termeni 

consecutivi ai unei progresii aritmetice.   

(5p) 2. Calcula�i f (1) + f (2)  pentru func�ia f : � → �, f (x) = x 2  + 1.  

(5p) 3. Rezolva�i în mul�imea numerelor reale ecua�ia log9 (x2 + 5) = 1.  

(5p) 4. Determina�i num�rul submul�imilor cu 2 elemente ale unei mul�imi cu 6 ele-
mente. 

(5p) 5. În reperul cartezian xOy se consider� dreapta h de ecua�ie y = x – 1 
i punctul      
A(2, 2). Determina�i ecua�ia dreptei d care trece prin A 
i este paralel� cu h.  

(5p) 6. Se consider� expresia E(x) = sin cos
3 2

x x+ . Ar�ta�i c� E(90°) = 
1 2

2
.+
  

  
Subiectul al II-lea (30 de puncte) 

1. Pentru orice num�r natural m, definim matricea A(m) = 
2

3 6

m� �
� �
� �

. 

(5p) a) Calcula�i suma A(1) + A(2) + A(3) + ... + A(10). 

(5p) b) Demonstra�i c� det (A) este num�r par, oricare ar fi m ∈ �. 

(5p) c) Demonstra�i c�, oricare ar fi p ∈ �, are loc rela�ia det (A(p + 1)) > det (A(p)). 

2. Pe mul�imea (0, ∞), definim opera�ia „∗” prin rela�ia 
x yx y
y x

∗ = + .  

(5p) a) Demonstra�i c� 4 3 2∗ > . 

(5p) b) Demonstra�i c� valoarea expresiei x x∗  este aceea
i, oricare ar fi ( )0,  ∈ ∞x .  

(5p) c) Determina�i x ∈ � din egalitatea ( ) ( ) ( ) ( )2 2 4 4 6 6 ... 10 10 8x∗ ⋅ ∗ ⋅ ∗ ⋅ ⋅ ∗ = . 

 
Subiectul al III-lea (30 de puncte) 

1. Se consider� func�ia f : � → �, f (x) = x6 – 6x + 10. 

(5p) a) Calcula�i lim
→∞x 6

( )f x
x

. 

(5p) b) Determina�i coordonatele punctului de minim al graficului func�iei f. 
(5p) c) Demonstra�i c� f (0,9) + f (1, 1) > 10. 
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2. Se consider� func�ia f : � → �, f (x) = 3x2 – 2x + 1. 

(5p) a) Calcula�i 
2

1

( ).f x�  

(5p) b) Calcula�i 
1

2

0

(6 2) ( ) .x f x dx−�  

(5p) c) Calcula�i 
1

0

( ) .xe f x dx�   

Testul 24* 

Subiectul I (30 de puncte) 
(5p) 1. Ar�ta�i c� num�rul x = 2(1 + i) – 2i este real.   

(5p) 2. Calcula�i ( )(1)f f�  pentru care func�ia f : � → �,  f (x) = 3x + 1.  

(5p) 3. Rezolva�i în mul�imea numerelor reale ecua�ia 2 1x x+ +  = 1. 

(5p) 4. Determina�i n ∈ � , n ≥ 2, pentru care 1 2 15.n nC C+ =   

(5p) 5. În reperul cartezian xOy se consider� punctele O(0, 0) 
i A(2, 3). Determina�i 
coordonatele punctului B, 
tiind c� A este mijlocul segmentului (OB).  

(5p) 6. Calcula�i ctg a, 
tiind c� sin a 1

3
=  
i 0,

2
a .π� �∈� �

� �
  

 
Subiectul al II-lea (30 de puncte) 

1. Fie matricea A =
4 2

3 1

−� �
� �−� �

 ∈M2
 (�). 

(5p) a) Demonstra�i c� A2 – 3A + 2I2 = O2. 
(5p) b) Demonstra�i prin induc�ie matematic� egalitatea An = (2n – 1)A – (2n – 2)I2, 

pentru orice n ∈ �, n ≥ 2. 

(5p) c) Determina�i valoarea num�rului real x din egalitatea  
A2 + A3 + ... + A100 = (2x – 103)(A – I2) + 99I2. 

2. Fie polinomul fn = 2nX 2n + 1 – (2n + 1)X 2n + 1, unde n ∈ �*.  

(5p) a) Determina�i toate r�d�cinile complexe ale polinomului f1. 
(5p) b) Demonstra�i c� oricare ar fi n ∈ �*, polinomul fn admite o r�d�cin� natural� 

dubl�. 
(5p) c) Demonstra�i c� oricare ar fi n ∈ �*, polinomul fn admite exact trei r�d�cini reale. 
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2. Modele de teste propuse  
pentru examenul de Bacalaureat  

 

Testul 1 
 
Subiectul I (30 de puncte) 
(5p) 1. Determina�i suma primilor trei termeni ai unei progresii geometrice, 
tiind c� 

suma primilor doi termeni ai progresiei este egal� cu 8, iar diferen�a dintre al 
doilea termen 
i primul termen este egal� cu 4.  

(5p) 2.  Determina�i punctele de intersec�ie a graficului func�iei f : � → �, f (x) = 

= 2x – 1 cu axele de coordonate. 
(5p) 3. Demonstra�i c� ecua�ia x2 + mx – m2 – 2 = 0 admite solu�ii reale distincte,  

pentru orice m ∈ �. 

(5p) 4. Demonstra�i c� 1 2
18 4 3C A P− = . 

(5p) 5. Calcula�i lungimea laturii AC a triunghiului ABC, 
tiind c� m('B) = 45°, 

m('C) = 30° 
i AB = 10. 

(5p) 6. În reperul cartezian xOy se consider� punctele A(5, –4) 
i B(0, 8). Calcula�i 
lungimea segmentului AM, unde M este mijlocul segmentului AB. 

 
Subiectul al II-lea (30 de puncte) 

  1. Se consider� numerele reale a, b 
i sistemul 

4

3

3 2

x y az
x y z

x y z b

+ + =�
� + + =	
�− − + =


. 

(5p) a) Demonstra�i c� sistemul nu are solu�ie în cazul a = 1. 
(5p) b) Rezolva�i sistemul în cazul a = 2, b = –2. 
(5p) c) Determina�i valoarea num�rului real a pentru care solu�ia sistemului verific� 

condi�ia x + y + 2z = 4. 

  2. Se consider� polinomul f ∈ �[X], f = X 
3 – 2X 2 + aX – 8. 

(5p) a) Determina�i num�rul real a, astfel încât o r�d�cin� a polinomului f s� fie egal� 
cu 2. 

(5p) b) Pentru a = 4, calcula�i 
i restul împ�r�irii polinomului f la polinomul g = X  
2 –  

– X + 2. 
(5p) c) Demonstra�i c� f nu are toate r�d�cinile reale, oricare ar fi a ∈ (2, +∞). 
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Subiectul al III-lea (30 de puncte) 
  1. Se consider� func�ia f : (0, +∞) → �, f (x) = x – ln x – 2. 

(5p) a) Determina�i ecua�ia tangentei duse la graficul func�iei f în punctul de abscis� 

x0 = 1. 
(5p) b) Determina�i coordonatele punctului extrem al graficului func�iei f.  
(5p) c) Determina�i mul�imea numerelor x ∈ (0, ∞) pentru care f (x) > –1. 

2. Fie func�ia f : � → �, f (x) =  

( 1), 1
.ln

, 1

x x x
x x
x

− <�
�
	 ≥�


 

(5p) a) Demonstra�i c� func�ia f admite primitive pe �. 

(5p) b) Calcula�i 
0

1

( ) .f x dx
−
�  

(5p) c) Calcula�i volumul corpului ob�inut prin rota�ia în jurul axei Ox a graficului 
func�iei g : [1, e] → �, g(x) = f (x), pentru orice x ∈ [1, e]. 

 

Testul 2 
 
Subiectul I (30 de puncte) 

(5p) 1. Calcula�i 
1

3
5 8

2 125

−
� � −� �
� �

. 

(5p) 2. Determina�i numerele reale a 
i b pentru care punctul A(a, b + 1) apar�ine 

graficelor func�iilor f : � → �, f (x) = 2x + 5 
i g : � → �, g(x) = x + 1. 

(5p) 3. Rezolva�i ecua�ia 42–x = 16. 
(5p) 4. Rezolva�i ecua�ia log5 (x + 2) – log5 (2x – 5) = 1. 
(5p) 5. Determina�i ecua�ia dreptei care trece prin punctul A(1, 1) 
i este paralel� cu  
  dreapta y = x + 2. 

(5p) 6. Demonstra�i egalitatea sin 60 tg 45 cos30 ctg 45° + ° = ° + ° . 
 
Subiectul al II-lea (30 de puncte) 

  1. În M3 (�) se consider� matricele A = 
0 1 1

0 0 1

0 0 0

� �
� �
� �
� �
� �


i B = I3 + A. 

(5p) a) Calcula�i A ⋅ B. 
(5p) b) Calcula�i determinantul matricei A2 + A3. 
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Testul 8* 
Subiectul I (30 de puncte) 

(5p) 1. Demonstra�i c� 
1

6 32lg1000 25 27i + = + − .  
(5p) 2. Determina�i toate numerele întregi a care verific� inegalitatea:  

2 12 0a a+ − < . 
(5p) 3. Demonstra�i c� graficele func�iilor f, g : � → �, ( ) ( )2

2log 1f x x= +  
i 

( ) 3xg x = −  nu se intersecteaz�.  

(5p) 4. Calcula�i suma 6 1 5 2 4 3 3 4 2 5 1
6 6 6 6 62 2 2 2 2 2C C C C C+ + + + + .  

(5p) 5. Fie vectorii 2 3u i j= +
� � �

, v i j= −
� � �


i 3 2 .w i j= − −
�� � �

 Demonstra�i c�: 
2 2 2

2 2u v w u v v w+ + + ⋅ + ⋅
� � �� � � � ��

2 0.w u+ ⋅ =
�� �

 

(5p) 6. Triunghiurile ABC 
i MNP au aceea
i lungime a razei cercului circumscris, 
BC = NP, dar unghiurile 'A 
i 'M de m�suri diferite. Calcula�i suma m�surilor 
unghiurilor 'A 
i 'M.  

 
Subiectul al II-lea (30 de puncte) 

  1. Se consider� matricele A, B ∈ �2(�), 
3 2

2 1
A � �

= � �− −� �
 
i 

2 2

2 2
B � �

= � �− −� �
. 

(5p) a) Calcula�i B2. 
(5p) b) Determina�i numerele reale x, y cu proprietatea A = xl2 + yB, unde 

2

1 0

0 1
I � �

= � �
� �

. 

(5p) c) Calcula�i A20. 
  2. Consider�m polinoamele 4 3 23 2 5 1f X X X X= − + − +  
i 2 1g X X= − − .  

(5p) a) Determina�i restul împ�r�irii lui f la g. 
(5p) b) Dac� x1, x2 sunt r�d�cinile lui g, calcula�i 2 2

1 2x x+ . 

(5p) c) Dac� x1, x2 sunt r�d�cinile lui g, calcula�i ( ) ( )1 2f x f x+ . 

 
Subiectul al III-lea (30 de puncte) 
  1. Se consider� func�ia f : � → �, ( ) 2 .xf x x e−=   

(5p) a) Calcula�i ( )f x′ . 

(5p) b) Determina�i intervalele de monotonie ale func�iei f. 

(5p) c) Folosind, eventual, monotonia func�iei f , demonstra�i c� 
3

9 4

e e< . 
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  2. Se consider� func�ia [ ]: 0,  1f →�, ( ) 2 1f x x= + . 

(5p) a) Determina�i volumul corpului ob�inut prin rotirea graficului func�iei în jurul 
axei Ox. 

(5p) b) Calcula�i 
1

0

( ) .xf x dx�  

(5p) c) Calcula�i 
1

0

( ) .f x dx�  

Testul 9* 
 
Subiectul I (30 de puncte) 
(5p) 1. Demonstra�i c� num�rul ( )( ) ( )( )1 2 2 3 2 3 1 2i i i i− + + − + este întreg. 

(5p) 2. Demonstra�i c� ( )2 22 1 2 2 0,x m x m m− + + + + >  pentru orice x ∈ � 
i m ∈ �.  

(5p) 3. Determina�i mul�imea solu�iilor reale ale ecua�iei ( )log 6 5 2x x − = . 

(5p) 4. Determina�i ,x ∈� 3,x ≥  cu proprietatea 3 2xA x= ⋅ . 
(5p) 5. Fie triunghiul dreptunghic ABC cu ipotenuza BC. Demonstra�i rela�ia: 

2BA BC CA CB BC⋅ + ⋅ =
���� ���� ���� ����

. 
(5p) 6. Determina�i toate numerele reale [ ]0,  2	x∈  care sunt solu�ii ale ecua�iei: 

	
sin 2 1

3
x� �+ =� �

� �
. 

 
Subiectul al II-lea (30 de puncte) 

 1. Pentru orice matrice A = 
a b
c d
� �
� �
� �

, not�m cu Tr(A) = a + d. De asemenea, fie 

mul�imea {U = X ∈ M2
 (�) | X 2 = O2}. 

(5p) a) Demonstra�i c�, oricare ar fi A, B ∈ M2
 (�), avem Tr(A + B) = Tr(A) + 

+ Tr(B). 
(5p) b) Demonstra�i c�, oricare ar fi C ∈ U, avem Tr(C) = 0.  
(5p) c) Demonstra�i c�, oricare ar fi X, Y ∈ U, avem X + Y ≠ I2. 

 2. Pe � se consider� legea notat� „� ”, definit� prin 2 2 6,x y xy x y= − − +�  

pentru orice x, y ∈ �.  

(5p) a) Calcula�i 1 2 3 4� � � . 
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Clasa a IX-a 
1. Mul�imi �i elemente de logic� matematic� 

I1. I2. I3. I4. I5. I6. I7. I8. I9. I10. 
8 16 9 8 ∈ � a = –1 (4, 3) 3 [3, 5) 4 –3 �i 7 

 

C1. 23 = 8. C2. 31 nevide � 32 în total � A are 5 elemente. C3. 28 + 28 – 11 = 45. C4. 22 = 4. 

C5. 2 + 
1

3
 + 

8

3
 5= . C6. 2x + 1 divide pe 6, deci 2x + 1 { }1, 2, 3, 6∈ ± ± ± ±  � { }2, 1, 0, 1 .A= − −  

C7. 4x – 2 < 2 < 2x + 6 � x ∈ (–2, 1). C8. 12 + 25 – 7 = 30 � 30 de elevi. C9. [ )\ 2,  5A B = , 
deci num�rul este 4. C10. A ∪ B = (–2, 5), deci sunt 6 numere întregi. C11. Se ob�ine a < c < b. 

C12. x – 3 | 2 �  x – 3 ∈ {±1, ±2} � A = {1, 2, 4, 5}. C13. 11
1,2222....

9
=  deci 102 1024P = = . 

C14. 13
2,16666...

6
= , deci cifra 3 nu apare niciodat�. C15. 23

1,53333...
15

= , deci S = 5 + 3 ⋅ 99 =  

= 302. C16. A – B =  (–3, 1] � cardinalul mul�imii (A \ B) ∩ � este 4. C17. a = 7 2  – 4 2  – 

– 2 2  = 2 , b = 9 2  + 3 2  + 6 2  = 18 2 , deci  ab = 18 2⋅  = 6. C18. Avem x + 4 =   

= 1 – 2x �i x + 4 = 2x – 1, de unde { }1, 5x∈ − . C19. 2 5−  + 3 5−  = 5  – 2 + 3 – 5  =  

= 1 ∈ �. C20. 3x – 2 = ±11 � x ∈ 
13

, 3
3

� �−	 �

 

. Dar x ∈ � � x = –3. C21. Avem 
17

2
5

� � =� �� �
 �i 

11 5

6 6
� � =	 �

 

, deci suma este 
17

6
. C22. Avem 4 5a< < , deci [ ] 4a = . C23. 5 26b = + ∈  

∈ (10, 11) � [b] = 10. C24. A = 2 3−  + 2 1−  = 3 – 2  + 2  – 1 = 2 ∈ �. C25. a =  

= 
1 2

1 2

−
−

 + 
2 3

2 3

−
−

 + … + 
99 100

99 100

−
−

 = 
1 100

1

−
−

 = 
1 10

1

−
−

 = 9 ∈ �. C26. Avem 

( )3 25 5 3 6,7+ = + ∈ , deci 3 25 6� �+ =� � . Apoi ( )4 19 2 19 6,7+ = + ∈ , a�adar 

4 19 6� �+ =� � . C27. Pentru pasul de induc�ie avem ( ) ( )1
1 2 3 ... 1

2

k k
k k

+
+ + + + + + = +   
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Clasa a XI-a 

1. Matrice  
I1. I2. I3. I4. I5. I6. I7. I8. I9. I10. 

a = 4  
b = 7 

3 3 7

1 2 4

� �
� �
� �

 

6 0 12

9 15 6

6 3 9

−� �
� �− −� �
� �−� �

 
14 7

24 13

� �
� �
� �

 

2 0 2

0 1 0

2 0 2

� �
� �
� �
� �
� �

 calcul 
Ambele sunt 
egale cu 7. 

5 calcul 2 

 
C1. A = B ⇔ 2a + 5 = 7, 3a + 2 = 8 � a = 1 �i a = 2, imposibil. C2. Se verific� prin calcul. 

C3. B = ,
m n
p q

� �
� �
� �

 unde, m = 21 + 22 + … + 25 = 
62 2

62,
2 1

− =
−

 n = 2  1 + 2  2 + … + 2  5 =  

= 2(1 + 2 + … + 5) = 2  15 = 30, p =
5 ori

( 1) ... ( 1)− + + −������ = –5. Atunci B = 
62 30

5 0

� �
� �−� �

 �i suma 

elementelor este 87. C4. Se verific� prin calcul. C5. Din 2X – AB = A � a = –8, b = 9, c = –3 

�i d = 1. Atunci a + b + c + d = –1. C6. A2 = 

0 0 2

6 0 0

0 3 0

� �
� �
� �
� �
� �

; A3 = 6I3. C7. A2 = 6A � d = 6.  

C8. A2 = 

0 0 3

0 0 0

0 0 0

� �
� �
� �
� �
� �

�i A3 = O3 � Ak = O3, pentru orice k � 3, deci A + A2 + … + A20 = A + A2 =  

= 

0 1 5

0 0 3

0 0 0

� �
� �
� �
� �
� �

. C9. A4 = 

4 4 0

4 4 0

0 0 1

� �
� �
� �
� �
� �

, deci S = 17. C10. 2014 1 0

0 0
A � �

= � �
� �

. C11. Se demonstreaz� 

c� A2 = A, atunci Ak = A, ∀ k ∈ �*, deci A2012 – A2011 = A – A = O2. C12. 3a = 12 � a = 4.  

C13. Se rezolv� sistemul astfel ob�inut �i rezult� 3a = − , 2b c= =  �i 1.d = −  C14. Se verific� 
prin calcul. C15. Se verific� prin calcul. C16. Se verific� prin calcul. C17. Din a + b +  

+ c + d = 10, a, b, c, d ∈ �*, distincte � { },  ,  ,  a b c d = { }1,  2,  3,  4 . Atunci num�rul 

matricelor este 4  3  2  1 = 24. C18. Se rezolv� sistemul �i se ob�ine X = 
0 8

5 13

−� �
� �− −� �

;  

Y = 
1 6

4 9

� �
� �
� �

. C19. Se verific� prin calcul. C20. A2 = –I2 � A2014 = (A2)1007 = (–I2)1007 = − I2. 

Test 3: 1. B; 2. D; 3. B; 4. D; 5. B; 6. D. 
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Teste pentru Bacalaureat, dup� modelul M.E. 
 
• Pentru orice solu�ie corect�, chiar dac� este diferit� de cea din barem, se acord� punctajul corespunz�tor. 
• Nu se acord� frac�iuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolv�ri par�iale, în 
limitele punctajului indicat în barem. 
• Se acord� zece puncte din oficiu. Nota final� se calculeaz� prin împ�r�irea la zece a punctajului total 
acordat pentru lucrare. 

1. Modele de teste rezolvate pentru examenul de Bacalaureat  

Testul 1 

I. 1. Avem a = lg 60 – lg 6 = lg 10 = 1. 2. � = –4a2 < 0, (∀) a ∈ �*. 3. Din f 1

2
� �
� �
� �

 = 0 rezult� 

f 1

2
� �−� �
� �

 ⋅ f (–1)f (0)f (1); f 1

2
� �
� �
� �

 = 0. 4. Avem A = { 3
4C , 2

5C , 2
4C } = {4, 6, 10}. Not�m p = pro-

babilitatea ca un element din A s� fie divizibil cu 3, ob�inem p = 
1

3
. 5. Not�m M mijlocul lui AB,  

punctul M va avea coordonatele M(4, 6), de unde d(C, M) = 4 2 . 6. Cum cos 120° = –cos 60°,  
avem (cos 120° + cos 60°)(sin 135° – sin 45°) = 0. II. 1. a) Verificare; b) � = –5a; c) Pentru  
a ≠ 0, ob�inem x = 1, y = 1, z = 0 solu�ia sistemului. 2. a) Din tabla opera�iei rezult� c� H e 

parte stabil�; b) x ∈ { 0� , �2 , �4 , 6� }. c) Deoarece x3 = 0
∧

, pentru orice x ∈ H � suma este 0.�  
III. 1. a) f ′(x) = ex – 1; b) Din a) x = 0 punct de minim pentru f. De aici, f este strict 
descresc�toare pe ( ),  0−∞  �i strict cresc�toare pe ( )0,  ;∞  c) Deoarece 0x =  este punct de 

minim, alegând x = 
1

2
, g�sim 

1

2
f � �
� �
� �

 � 1, adic� e � 
3

2
. 2. a) 

4

1

( )

ln

f x dx
x�  

2

1

1
 dx

x
= � =  

4

1
2 2x= = ; b) 

2

1

lne x dx
x

= π�V
1

2

0

t dt= π� 3

π= ; c) Deoarece ln 0x ≤  pentru orice 
1

,  1x
e
� �∈ � �� �

,  

rezult� ( ) 0f x ≤  �i de aici concluzia.  

Testul 2 

I. 1. 11. 2. x ∈ { 5, 5− }. 3. Se ob�ine ra�ia r = 4, a2012 = 8046. 4. x = 1000. 5. m = 5. 6. Avem  

sin 70° = cos 20°, de unde sin2 20° + cos2 20° = 1. II. 1. a) A2 = 
25 18

18 13

� �
� �
� �

, de unde A2 – 6A –  

– I2 = 
25 18

18 13

� �
� �
� �

 – 6 
4 3

3 2

� �
� �
� �

 – 
1 0

0 1

� �
� �
� �

 = 
25 18

18 13

� �
� �
� �

 – 
25 18

18 12

� �
� �
� �

 – 
1 0

0 1

� �
� �
� �

 = 
0 0

0 0

� �
� �
� �

 = O2;  
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b) det A = –1 � 0; A–1 = 
2 3

3 4

−� �
� �−� �

; c) A2012 – 6A2011 – A2010 – A4 + 6A3 + A2 = A2010(A2 – 6A –  

– I) – A2(A2 – 6A – I) = A2010 ⋅ O2 – A2 ⋅ O2 = O2, folosind a). 2. a) f (1) = 0 conduce la a = 1;  
b) Folosind rela�iile lui Viète, g�sim c� (x1 – 1)2 + (x2 – 1) + (x3 – 1)2 = (x1 + x2 + x3)2 – 4(x1x2 +  

+ x1x3 + x2x3) + 3 = 9 – 12 + 3 = 0; c) Din b), dac� x1, x2, x3 ∈ �, atunci (x1– 1)2 = (x2 – 1)2 =  

= (x3 – 1)2 = 0, de unde x1 = x2 = x3 = 1, ceea ce conduce la a = 1. III. 1. a) f ′(x) = 
1

x
x

′� �
� �+� �

 –  

– ( )( )ln 1x ′+  = 
( )2

1

1x +
 – 

1

1x +
 = –

2( 1)

x
x +

; b) f ′(x) � 0, (∀) x ∈ [0, ∞), de unde f descresc�-

toare; c) Din b) � f (x) � f (0), (∀) x ∈ [0, ∞), adic� 
1

x
x +

 � ln(x + 1), (∀) x ∈ [0, ∞).  

2. a) 
2

1
( )

xf x
x
+� �−� �

� �� dx = dx�  = x + C; b) 
2

1

3
( ) ln 2

2
f x dx = +� ; c) Din x2 + 1 � 2x avem x2 +  

+ x + 1 � 3x, de unde 
2

2

1x x
x
+ +

 � 
3

x
, (∀) x ∈ [1, e]. Imediat 

1

( )
e

f x dx�  � 
2

1

1
3 dx

x� = 
1

3ln
ex = 3. 

Testul 3 

I. 1. a = 
1

2
; b = 

2

3
. 2. 

4a
Δ−  = 

1

4
− , m ∈ {– 5 , 5 }. 3. x ∈ {–3, 3}. 4. 4

5 120A = . 5. 4.  

6. 2 7.  II. 1. a) � = ab + bc + ac – a2 – b2 – c2, de unde –2Δ = (a – b)2 + (b – c)2 + (a – c)2;  
b) Dac� A, B, C coliniare, � = 0, adic� a = b = c, ceea ce contrazice ipoteza a, b, c impare 

distincte; c) A = 
1

2
Δ , iar � num�r par, c�ci diferen�a a dou� numere impare este num�r par.  

2. a) a = x2 – 3x + 2 = x2 – x – 2x + 2 = x(x – 1) – 2(x – 1) = (x – 1) (x – 2); b) f (1) + f (2) =  
= –1 + 1 = 0; c) f (x) = (x – 1)(x – 2)c(x) + ax + b, de unde f (1) = a + b �i f (2) = 2a + b. Cum 
f (1) = –1 �i f (2) = 1, g�sim a = 2 �i b = –3 � r = 2x – 3. III. 1. a) lim ( )

x
f x

→∞
 = 1, de unde y = 1,  

asimptota la +∞; b) f ′(x) =
( )2

1

2x +
> 0, (∀) x ∈ (–2, ∞), f strict cresc�toare; c) Fie g(x) = f (x) –1,  

g : (–2, ∞) → �. Ob�inem c� g(x) = 
1

2x
−

+
. În plus, g(x) < 0, (∀) x ∈ (–2, ∞), de unde f (x) – 1 <  

< 0, (∀) x ∈ (–2, ∞), adic� f (x) < 1, (∀) x ∈ (–2, ∞). 2. a) g′(x) = 3x2e–x – x3e–x = (3x2 – x3)e–x =  

= f (x); b) A = ( )
3

0

f x dx� ( ) 3

0
g x=

3

27

e
= ; c) e–x � 1, (∀) x ∈ [0, ∞), conduce la x3e–x � x3, de 

unde 
1

3

0

xx e dx−�  � 
1

3

0

x dx� , adic� 
1

0

( )f x dx�  � 
1

4
, c�ci 

1
3

0

1

4
x dx =� . 
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punct de minim; c) f (x) = (x + 2)2(x – 4), de unde f (x) � 0, (∀) x ∈ (–∞, +4). 2. a) 
1

0

xxe dx�  = 1;  

b) 
2

1

0

xxe dx�  = 
1

1 1

2 2

e edt −− =� ; c) I100 – I99 = 
100 99

1

0

( )x xxe xe dx−�  
99

1

0

( 1)xxe x dx= −�  < 0, (∀) x ∈  

∈ (0, 1), de unde concluzia. 

Testul 11 

I. 1. Din x + 3 = 
8 2

2

+
, ob�inem x = 2. 2. f (–3) – f (–1) + f (1) – f (3) = 32012 + 9 + 1 – 1 – 1 –  

– 1 + 1 + 1 + 1 – 32012 – 9 – 1 = 0. 3. 5
6C = 6 reprezint� num�rul submul�imilor cu 5 elemente. 

În total, vom avea 7 submul�imi cu cel pu�in 5 elemente. 4. Avem 
1

2 3−
= 3 2+  > 1,  

log2
1

8
 = –3. Ob�inem log2

1

8
< 0, (13) <

1

2 3−
. 5. Avem AB = 10 , AC = 10 , BC = 8 ,  

de unde concluzia. 6. Cum cos 170° = –cos 10°, cos 150° = –cos 30°, cos 130° = –cos 50°,  

cos 110° = –cos 70°, cos 90° = 0, avem concluzia. II. 1. a) A2 = 
1 0

0 1

� �
� �
� �

 = I2, de unde A2 – I2 =  

= O2; b) Din A2 = I2 � A este inversabil� �i A–1 = A; c) Din A2 – I2 = O2 � (A – I2)(A + I2) = O2,  

deci putem alege X = A – I2, Y = A + I2. 2. a) 0� ; b) ( ) ;x y z x y z⊕ ⊕ = + +  c) 3e = � .  

III. 1. a) f ′(x) =
3 2

2

2 2

1

x x
x

′� �+ + =� �+� �

2 2 3 2

2 2

(3 4 )( 1) 2 ( 2 2)

( 1)

x x x x x x
x

+ + − + +
+

=
2 2

2 2

( 3)

( 1)

x x
x

+
+

; b) f ′(x) = 0 

conduce la abscisa punctului critic x = 0. Cum derivata este cresc�toare, f nu admite puncte 

extremale; c) Avem m = 
( )

lim
x

f x
x→∞

′
 = 1, n = lim( ( ) )

x
f x x

→∞
−  = 2, de unde ecua�ia asimptotei y =  

= x + 2. 2. a) F(x) = ( )f x dx�  = ex – e2–x + C, C ∈ �; b) y(x) = ex. Volumul corpului va fi V  = 

= π
2

2

0

( )g x dx�  = π
2

2

0

xe dx�  = 
4 1

2

e −
; c) În inegalitatea a + b � 2 ab , a, b > 0, lu�m a = ex, b =  

= e2–x. Imediat ex + e2–x � 2e, de unde 
2

0

( )f x dx�  � 
2

0

2e�  = 4e. 

Testul 12* 

I. 1. 3 2  = 18  > 16  = 4 � x = 4. 2. � = m2 + 4m + 8 = (m + 2)2 + 4 > 0, (∀) m ∈ �.  

3. x ∈ [0, ∞). 4. 0
4C  + 2

4C + 4
4C  = 1 + 6 + 1 = 23. 5. BM

�����
 + CN
����

 + AP
����

 = 
2

BC
����

+
2

CA
����

+
2

AB
����

= O
��

.  
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strict descresc�toare pe ( )1,∞ . 2. a) ( )'g x ( )1
ln 1 lnx x x f x

x
= + ⋅ − = = , deci g  este o 

primitiv� a lui f ; b) ( )
2e

e
f x dx� ( )

2e

e
g x= . Dar ( )2 2 2 22g e e e e= − = , ( ) 0g e e e= − = , deci 

( )
2

2e

e
f x dx e=� ; c) ( )

1 1

lne ef x xdx dx
x x

=� � . Schimbarea de variabil� ln x t=  conduce la 

121

0
0

1

2 2

ttdt = =� . 

Testul 23 

I. 1. 2 10
2

2
x ++ = ; x = 4.  2. f (1) + f (2)  = 2 + 5 = 7.  3. x2 + 5 = 9 � x2 – 4 = 0; x1 = –2 �i x2 =  

= 2, care verific� ecua�ia. 4. 2
6 15C = .  5. d �  h � md = mh = 1, d : y – 2 = 1 ⋅ (x –  2), deci d : y =  

= x. 6. ( ) 1 2 1 2
90 sin 30 cos 45

2 2 2
E .+= + = + =� � �  

II. 1. a) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 ... 10A A A A+ + + +
55 20

30 60

� �
� �
� �

; b) ( )det 6 6A m= − ( )6 1m= − , deci este 

num�r par; c) Avem ( ) ( )1 6 0A p A p+ − = >  �i de aici concluzia. 2. a) Verificare; b) x x∗ =   

= 2; c) Din punctul anterior avem ( ) ( ) ( ) ( ) 52 2 4 4 6 6 ... 10 10 2∗ ⋅ ∗ ⋅ ∗ ⋅ ⋅ ∗ = , deci 3 52 2x = , adic� 

5

3
x = . 

III. 1. a) lim
x→∞

( ) 6

6 6

6 10
lim
x

f x x x
x x→∞

− +=
5 6

6 10
lim 1
x x x→∞

� �= − +� �
� �

1= ; b) Avem ( ) 56 6f x x′ = − .  

Ecua�ia ( ) 0f x′ =  are solu�ia 1x = . Deoarece ( ) 0f x′ <  pentru 1x <  �1 ( ) 0f x′ >  pentru 

1x > , deducem c� 1x =  este punct minim. Cum ( )1 5f = , punctul de minim are coordonate 

( )1;5 ; c) Conform punctului anterior, deducem c� ( )0,9 5f >  �i ( )1,1 5f > . Adun�m cele 

dou� inegalit��i �i ob�inem concluzia. 2. a) ( ) ( )
2 2

2 3 2 2 2 2
1 1 1

1 1

3 2 1f x x x dx x x x= − + = − +� �  =  

8 1 4 1 2 1 5= − − + + − = ; b) Schimbarea de variabil� ( )f x t=  conduce la egalitatea 

( )6 2x dx−  = dt. Ob�inem 
9 3

2

2

9

23

tt dt =�  = 
721

3
; c) ( )

1

0

xe f x dx�  = ( )
1

2

0

3 2 1xe x x dx− +�  =  

( ) ( )
1

2

0

1
3 2 1 6 2

0
x xe x x e x dx= − + − −� ( )

1

0

1
2 1 6 2 6

0
x xe e x e dx= − − − + � = 2e − 1 − 4e − 2 + 6e −  

− 6 = 4e − 9. 
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