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CAPITOLUL |

NUMERE NATURALE

L 1. Operatii cu numere naturale.Compararea §i ordonarea
numerelor naturale

Proprietatile inegalitatii intre numere naturale

< Retineti! Numarul natural a este mai mare sau cel mult egal cu numarul natural b daca exista
un numar natural c astfel incat sd avem a = b + c.
. a < a, oricare ar fi @ numar natural (reflexivitatea);
.a<bsib<a= a=>b (antisimetria);
.a<bsib<c= a<c(tranzitivitatea);
a<b=a+c<b+csia—d<b-d (oricare ar fi ¢ $i d numere naturale cu a > si b > d);
.a<b=a'c<b-c(oricare ar fi c numar natural);
.a<b=a:c<b:c(oricare ar fi ¢ numar natural nenul, iap@: ¢ $i'b: ¢ sunt numere naturale);
7. Oricare ar fi numerele naturale a si b are loc una si numai una din relatiile: a >b sau a = b
saua < b.

AN R W=

Probleme rezolvate:

1. Pe o tabla sunt scrise numerele 1, 2, 3, 6, 7, 9, 10, 23,48 Dan si Ana au, sters fiecare cate patru
numere si au observat cd suma numerelor sterse de Dan este de patru.ori mai mare decat suma
numerelor sterse de Ana.
a) Ce numar a ramas pe tabla?
b) Ce numere a sters fiecare copil?

(Concursul ,,Florica,T.'.Cimpan*, etapa judeteani, Iasi, 2012)
Rezolvare:
a) Notam cu a, b, ¢, d numerele sterse.de Dan si cu e, f, g,%, e < f< g < h cele sterse de Ana si cu
p numarul care a ramas pe tabla,;Avem:a +b+c+td=4-(e+f+g+h)si5S-(e+f+g+th)+
+ p =109, (1). Prin incercdri se obtinep = 9, solutie.unica.
b) Daca p =9, din (1)rezulta e +f=+ g + h = 20=Se observa ca e > 3 conduce la situatii imposibile.
Dacd e = 1, atunci fi+ g+ h =19, deunde' f=2, g=7sih=10sau f=3,g=6, h = 10.
e =2, conduce la f+ g +/h =18, imposibil./Prin urmare, Ana a sters numerele 1, 2, 7, 10, iar Dan
numerele 3, 6, 23 si 48 sau Ana a sterssaumerele 1, 3, 6, 10 iar Dan numerele 2, 7, 23 si 48.

2. Se numeste numar ,.imperecheat un numar natural scris in baza zece care are patru cifre si este
format din doua perechi de cifre egale (exemple: 5577, 7755, 5555, 5757 etc.).
a) Gasiti toate numerele ,,imperecheate* care au suma 2011.
b) Daca se asaza intr-un sir toate numerele ,,imperecheate” in ordine crescatoare, aflati primii
patru si ultimii patru termeni ai sirului.
c¢) Cate numere ,,imperecheate” exista? Justificati raspunsul!
(Concursul ,Matematica, de drag®, Bistrita, 2013, Catilin Budeanu)
Rezolvare:
a) 1001 +1010=2011.
b) 1001, 1010, 1100, 1111, ..., 9966, 9977, 9988, 9999.
¢) Numerele sunt formate cu cifrele a si b, unde @ si b sunt numere nenule distincte. Avem 6

numere imperecheate formate cu cifrele a si b: aabb , abab , abba , bbaa , baba , baab . Dacia=1
si b ia valorile 2, 3, ..., 9 avem 8 - 6 = 48 numere imperecheate. Daca a =2 si b ia valorile 3, 4, ..., 9
avem 7 - 6 = 42 numere imperecheate. Dacd a = 3 si b ia valorile 4, 5, ..., 9 avem 6 - 6 = 36
numere imperecheate. Dacd a = 4 si b ia valorile 5, 6, 7, 8, 9 avem 6 - 5 = 30 numere
imperecheate. Dacd a = 5 si b ia valorile 6, 7, 8, 9 avem 6 - 4 = 24 numere imperecheate.
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Rezolvare:

Cazul I. A=abc conduce la relatia 101a + 11b+2¢c+a - b - ¢ =106, care nu di solutie.
Cazul II. A=ab conduce la ecuatia 11a+2b+a - b=106 < a - G+1DH+2-b+11)=128<
S(@+2) (b+11)=128.Cumb+ 11> 11,avem b= 5 si a = 6, de unde 4 = 65.

Cazul III. A = a, a cifra, nu da solutii.

22. Si se determine numerele naturale abc , scrise in baza 10, astfel incat

abc =cba+ab+ba+ca+ac+bc+ch.

(Concursul ,Matematica, de drag”, Bistrita, 2010, Dumitru Acu)
Rezolvare:
Relatia datd conduce la 100a + 10b + ¢ = 23a + 32b + 122¢. Adica 77a=22b + 121¢c <
& Ta=2b+ 1lc. Pentruca7a <7-9=63=c < 5.
c=1,ducela7a=2b+11=2b+4+7=2(b+2)+7 deunde rezultd (b +2) : 7, adica b=5, 7a =21
sia=3;avem 351.
c=2,ducela7a=2b+22=2b+8+14=2(b+4)+ 14 apoi (b +4) : 7, ptin urmare b = 3 si‘a = 4,
avem 432.
c=3,ducela7a=2b+33=2b+5+28,(2b+5):7,b=181a=5,2b+35-2=2(b— 1) + 35,
(b—1):7,b=8sia=7.Se obtin numerele 513 si 783.
c=4,7a=2b+44=2(b+1)+42,b=06sia=8; avem 864.
c=5,7a=2b+55=2b+6+49=2(b+3)+49, cub=4sia=09; 945 solutie.

23. Notam cu s(n) suma cifrelor numarului natural‘s scris.in baza 10. Determinati toate numerele
n pentru care n — s(n) = 2007. (Concursul,, Tinere sperante”, Baia Mare, 2010)

Rezolvare:

Din n — s(n) = 2007 rezultd ca n are'4 cifie, adica este de forma n = abed.

Deci (1000a + 1006 + 10c + d) —=(a+ b+ ¢ +d) = 2007, de unde rezulta relatia 111a + 115 + ¢ =223.
Cum 116 £99sic £ 9rezultd cda=2si 116 ¢ = 1;de unde b = 0 si ¢ = 1, iar d este o cifra
oarecare.

EXERCITII SI PROBLEME
1."Suma dintre cel mai'mare si cel mai mic numar de patru cifre distincte este:
A) 10890; B) 10899; C) 10898; D) 10900.
2. Reconstituiti Inmultirea: a) *¥**3 X b) 46 x
k3 sksk
***7 skokok
**0* sksksk

unde stelutele reprezinta cifre scrise in baza 10.

3. Scrieti in ordine crescatoare toate numerele naturale de doud cifre care se pot
forma cu cifrele: 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7 si care se impart exact la 3.

4. In expresia 8 -30 + 48 : 8 + 4 puneti paranteze astfel incat s se obtina:
a) cel mai mic numar posibil; b) cel mai mare numar posibil.

* La problema 1 numai un rispuns este corect.
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L.2. Factorul comun

2 Retineti! a - b+a - c=a- (b+ c) pentru orice a, b, c numere naturale, (1).
a-b—a-c=a- (b-c)pentruorice a, b, c numere naturale cu b > ¢, (2).
Relatiile (1) si (2) exprima faptul ca inmultirea numerelor naturale este distributiva fatd de
adunare si scadere.
in ambele cazuri spunem ca l-am scos in factor comun pe a.
Relatiile (1) si (2) se pot extinde pentru un numar finit de termeni.
Avem aby + abx +abs + ...+ abn = a(b1 + ba + b3 + ... + by).

Probleme rezolvate

1. Sé se arate ca:
a) (a+ b)?=a’>+2ab+ b* (Amnotat a>=a - a).
b) (a + b)(a — b) = a®> — b, oricare ar fi a si b numere naturale.

Rezolvare:
a) (a + b)>=(a + b)(a + b) = a(a + b) + b(a + b) = a* + ab + bd + b>= a>+ 2ab + b*.
b) (a + b)(a —b) = a(a— b) + b(a — b) = a* —ab + ab — b* = a®> < b.

Observatie: Retineti relatiile din problema 1, ele sunt foarte multutilizate din acest moment.

2. Stiind ca a =20 si ab + ac + 10b + 10c = 90, aflati numerele naturale b sivc.

Rezolvare:
ab+ac+10b+10c=a(b+c)+10(b+c)=(b+ c)a+ 10)= (b +c) <(20 + 10)=30 - (b + ¢) =90,
deunde b+c=3. Avemb=0,c=3saub=1,c=2saub=2c=1'saub=3sic=0.

3. Suma unor numere naturale impare consecutive este egald‘cu 144. Aflati numerele.

Rezolvare:

Mai intdi, observam cd numarul numerelor este\par, deoarece suma lor este pard. Dacd notam
primul numar cu 2p + 1 avem relatia:

Cp+1)+2p+3)+@p+5 +...+[2p + 2k<D] + [2p + 2k + 1)] = 144, unde £k este numar
natural impar.

Cp+2p+..+2p)+[L+ 3 +5+ ... #(2k— 1)+ (2k + 1)] = 144, (1). Calculam suma din
Nt e

(k+1) termeni

paranteza dreapta.
1+34+5+ .. +Qk—1)+Q2k*1)=
=Q-0+H+Q2 1T+DH+R2+D+...+QRk+1)=
=@ 1+22+...+2-kb+ (A+1+..+])=
N e
(k+1) termeni
=2-(1+2+...+th+(k+1)=
=2k (k+t1):2+(k+1)=
=k+1): (k+1).
Relatia (1) devine 2p - (k+ 1)+ (k+ 1) - (k+ 1) =144, de unde (k+ 1)2p + k + 1) = 144, (3).
Analizam cazurile:
k=1, din (3) obtinem: 2(2p + 2) = 144, de unde 2p + 2 = 72 si p = 35. Numerele sunt 2 - 35+ 1 si
2 - 35+ 3, adica 71 si 73.
k=3, din (3) obtinem: 4(2p + 4) = 144, de unde 2p + 4 =36 si p = 16. Numerele sunt: 2 - 16 + 1,
2-16+3,2-16+5si2- 16+ 7, adica 33, 35, 37 si 39.
k=5 conduce la 6(2p + 6) = 144, de unde 2p + 6 = 24, adica p = 9. Numerele sunt 19, 21, 23, 25,
27, 29.
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k=17 conduce la 8(2p + 8) = 144, de unde 2p + 8 = 18, adica p = 5. Numerele sunt 11, 13, 15, 17,
19, 21, 23, 25.

k=9 conduce la 102p + 10) = 144, nu convine.

k=11 conduce la 12(2p + 12) = 144, de unde p = 0. Numerele sunt 1, 3,5, 7,9, 11, 13, 15, 17, 19,

21, 23. Prin urmare, avem 6 solutii.

4. Calculatisuma S=1-2+2-3+3-4+...+98-99+99 - 100.

Rezolvare:
AvemS-3=1-2-3+2-3-3+3-4-3+...+98-99-3+99-100"3

S-3=1-2-342-3-(4-1)+3-4-(5-2)+..+98-99 - (100—97)+99 - 100 - (101 — 98)
S-3=1-2-3+42-3-4-1-2-3+3-4-5-2-3-4+..+98-99-100—97.98 - 99 +

0 '«
0

+99-100 - 101 -98 - 99 - 100
S-3=99-100 - 101 =999900.

EXERCITII SI PROBLEME
1. Calculati: 1999 - 2000 — 1998 - 1999 —2 - 1998.

2. Calculati: a) 3909 - 1998 + 1997 - 3909 — 3994 - 3909;
b) (4 +8 + 12 +... +2004) : (2 + 4 + 6 +...+ 1002).

3. Determinati numerele naturale a, b si c, stiind ca 5a +5b + 5¢ =40, iara < b <c.

4. Se dau numerele: a=1+2+3+..+9;b=11+22+33+...+99;c=111+222 +
+ 333 +... +999. Fara a efectua adunarea si se arate ca numarul ¢ + b + ¢ se divide
cu 369.

5. Determinati numerele naturale pare de forma ab, stiind ca ab + ba =4a+4b+56.
6. Calculati: 4a + 18b + 15¢ + 184, stiind ca 2a + 3b =50 si1 4b + 5¢ + 6d = 120.
7. Aflati numerele naturale x, y, z stiind ca: xz + 7yz+z=49 six + Ty = 6.

8. a) Calculati suma a + 5b + 7¢, stiind ca 3a + 96 =51 si 4b + 14¢c = 62.
b) Dacd 3a +2b+4c=92si b+ 2c =16, calculati ab + 2ac.

9. Din egalititile: ab — ac = bc — ¢ si b = ¢ + 1 si se deduci: 1) o relatie intre a si c;
2) valoarea numericd a expresiei 2b — a — c¢; 3) valoarea numerica a produsului
(02_b2) . (bZ_CZ) . (CZ_aZ)'

10. Calculati: 3" - 3% - (3°-3°) - (3° = 3% : (3°)’.

11. Si se scrie numirul 7 = (2001° — 2001%) + (2001% — 2001) ca produsul a trei
numere naturale consecutive.

20



CAPITOLUL I
DIVIZIBILITATEA NUMERELOR NATURALE

II1.1. Divizor; multiplu; divizori comuni; multipli comuni.
Criterii de divizibilitate cu: 2, 5, 2", 5", 10", 3 si 9.
Alte criterii de divizibilitate (extinderi)

2 Retineti! Numarul natural b divide numarul natural @ daca existd un numar natural ¢ astfel incat
a=b-c.
Notatii: b/ asaua:b (“b divide a” sau “a se divide cu b”).

2 Observatie. Nu existd pentru orice pereche de numere naturale a si_b un numar natural ¢ astfel
incdt a = b - ¢ i urmeaza ca relatia b / a nu este peste tot definita in IN.

< Proprietitile relatiei de divizibilitate
1. a/ a oricare ar fi @ numar natural (reflexivitatea);
2. a/bsib/a= a=b (antisimetria);

Demonstratie:

Observatie: Daca a = 0, din 0 / b rezulta b = 0 si daca b = 0, din 0 / a rezultd a = 0 (conform
proprietatii 5).

Cazul a si b numere naturale nenule.

Conform definitiei din a / b rezulta ca existda m numar natural astfel\incat b = am, (1) iar din b/ a
rezultd ca existd n numar natural astfel incat a = b, (2).

Din (1) si (2) se obtine prin iInmultire relatiag - b=b ~a - m - n, Q)

Cum ab # 0, din (3) rezultd mn = 1,.de undeé m =#n = 1. Prin urmare, din (1) sau din (2) rezulta a = b.
.all =>a=1;
. a /0, oricare ar fi @ numar natural;
.0/a=a=0;
.a/b=a/b - c, oricarc ar fi ¢ numar natural,
calbisialb: =a ! bgb,sial b - b, (b =b,);

N NN AW

Demonstratie:

Din a / b1 si a / b2 rezulta ca existd numerele naturale m si n astfel incat by =a - msib2=a - n.
Prin adunare si, respectiv, scadere parte‘cu parte a celor doud egalitati, obtinem b1 + b2 = a(m + n) si
b1 — b2 = a(m — n), de unde conform definitiei rezulta a / b1 + b2 si a / b1 — ba.

Generalizare: a/ bi,a/ b, ..., a/bp,=>a/ b1+ b2+ ... + bu;

8. a/bsiatc=atb+c;

9. albisialbs = albyc, +b,c,, oricare ar fi c1, c2 numere naturale;

Generalizare: a/bi;a/by; ...;a/ ba= albic| +bycy +...+b,c, , oricare ar fi ¢,c,,...,c, numere
naturale;
10. alb = ac/ bc, oricare ar fi ¢ numar natural;

11. ac/bcsi c20=alb;
12. ar/bisiax/br=ay-ay /b, -by;
Generalizare: a1/ bi; a2/ b2 ...;an/ bn=a;-ay -...-a, /b -by -...-b,, .

< Criterii de divizibilitate

1. Criteriul de divizibilitate cu 3 §i cu 9. Un numar natural este divizibil cu 3 sau cu 9, daca si
numai dacd suma cifrelor acelui numar este divizibila cu 3 si, respectiv, cu 9.
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EXERCITII SI PROBLEME

1. Sa se arate cd orice numar natural care Tmpartit la 180 da restul 120 este
divizibil cu 60.

2. Sa se arate cd numarul A =2"".3"+2".3"" + 6" unde este » numar natural
nenul, este divizibil cu 33. (Etapa locali, Botosani, 1997)

3. Si se arate cad numirul n=9+9%+9° +...+ 9" este divizibil cu cinci numere

naturale impare consecutive. (Etapa judeteand, Botosani, 1999)

4. Fienumirul A=7+7"+7 +...+7"° . a) Aritati ci A se divide cu 400.
b) Care este ultima cifra diferita de zero a numarului A? (Etapa judeteand; Botosani, 2001)

5. Demonstrati ca numarul A =2"-3"-5"+2"-15"-14+3" 410" -2 se divide cu 17
oricare ar fi » numar natural. (G. M. 10/1996)

6. Sa se arate ca numarul 7 =1988'" +1987'° —1986°" — 1989 este divizibil cu 10.
7. S se arate cd suma S=6"" +6' +...+ 6" este divizibild cu 6480.
(Aida-Elena Bailauca)

8. Fie numarul n»=1234567891011...2001. a).Céte cifre are n? b) Determinati cifra
de pe locul 2001 si stabiliti daca n se dividecu 3. ¢) Stabiliti'dacdn se divide cu 9.
(Artur Balauca)

9. Sa se determine numerele naturale » astfel incat numarul ¢ =1991" +1992" +
+1993" + ... + 2000" sa fie divizibil‘cu 5

) 29n+4 R 59n+l

10. Sa se arate ca numarul N +1.este divizibil cu 81 oricare ar fi

numarul natural 7.

11. Daci 2ab +b3a +.db4 = 567, atunei ab'3 (numerele sunt scrise in baza zece).

(Niculai Solomon)
12. Sa se demonstreze cia-numarul A =2>"".5""*"' 1 se divide cu 3, dar nu se
divide cu 9, oricare ar fi » numar natural. (Etapa judeteand, Mehedinti, 1998)

13. Fie numirul N=2"-3".5"*.31" +2""2.3"2.5".31" (n numdr natural). Si se
determine » astfel incat numarul N sa fie divizibil cu 1983 -1984. (Artur Baliuca)

14". Cel mai mic numir natural x pentru care 1260-x=A’, (A numir natural

nenul) este:
A) 7350; B) 1050; C) 1260; D) 1260°. (Etapa judeteand, Constanta, 1997)

15. Si se arate ci nu existd nici un numar natural # astfel incat numarul #* +1999x +1
sa fie divizibil cu 2000. (Artur Biliucd)

16. Daca impartim numerele 294 si 277 la acelasi numar natural obtinem resturile
9 si 11. Care este impartitorul?

* . -
La problema 14 numai un raspuns este corect.
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19. Un patrat cu latura de 5 m se imparte in patratele cu latura de 1 m si se numero-
teaza la intdmplare patratelele obtinute cu numere de la 1 la 25. Se calculeaza
numerele de pe fiecare linie si de pe fiecare coloand. Existd o numerotare a

patratelelor astfel incét exact o suma sa fie numar par?
(Concursul ,,Florica T. Campan*, lasi)

20. Un cub este tdiat in doud paralelipipede dreptunghice astfel incat aria unuia
dintre cele doud este de 2 ori mai micd decat cea a cubului. Aflati de cate ori

volumul acestui paralelipiped este mai mic decat volumul cubului initial.
(Olimpiadda Bulgaria)

21. Se dau 4 cubulete cu muchiile de 1 cm, 2 cm, 3 cm, 5 cm. Cubuletelerpot fi lipite
fatd in fata unul de altul. Gasiti agezarea lor, astfel incat corpul obtinut/$a.aiba aria
cea mai mica. Care este aria in aceasta situatie? (Olimpiadi Bulgaria)

CAPITOLUL VI

PROBLEME DE NUMARARE $I DE COLORARE:
PROBLEME DE PERSPICACITATE.
PROBLEME DISTRACTIVE. PROBLEME RECREATIVE
(JOCURI)(EXTINDERI)

Probleme de numarare (probleme de.combinatorica)

Combinatorica reprezintd una dinyramurile moderne ale matematicii. Ea reuseste s inglobeze
notiuni din toate domeniile'si face apel la forma cea'mai ,,purd“ a inteligentei, intuitia. Combinatorica
este domeniul cel mai degajat de suveranitatea axiomatizarii si in care libertatea de expunere a ideilor
este nelimitatd. O gama/diversd de probleme intrebuinteazd in enuntul lor un limbaj colocvial,
accesibil si fard vaste cunostinfe teoretice./ Combinatorica nu dispune de un aparat complex de

teoreme care sa-i rezolve intrebarile, in prim plan situdndu-se aportul personal al elevului.

Probleme rezolvate:

1. Trei baieti Ion, Ionel si Tonuf afirma urmatoarele:

Ion: lonel si Ionut nici nu se cunosc, dar lonel e cel mai bun prieten al meu.

Ionel: Ton si lonut sunt cei mai buni prieteni, iar eu pe lon nici nu-1 cunosc.

Ionut: Ton si lonel sunt cei mai buni prieteni, dar ei nu ma cunosc pe mine.

Stiind ca doi dintre baieti spun adevarul si unul minte, s se gaseasca cine cu cine este prieten.

Rezolvare:

I Tonel Rezolvarea problemei include si intelegerea unor situatii aparent evidente: doi

on onel .. . Lo < .
0o O  baieti care nu se cunosc nu pot fi prieteni si daca un baiat, sd zicem lon, este
prieten cu lonel, atunci vom avea si reciproc, lonel este prieten cu Ion.

s = .
o Bezolvarea »clasica“ este urrna?oar'ea. ' N ~ Ion Tonel
Tonut In figura alaturata, vom uni doi prieteni cu o linie dreapta si

doi baieti care nu se cunosc cu o linie in ,,zig-zag".
Daca Ion minte, atunci Ionel si Ionut spun adevarul si vom obtine urmatoarea
diagrama: Tonut
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EXERCITII SI PROBLEME

1. Din sirul de numere: 123, 32, 321, 112, 222, 312, 3, 12, 43, 233 unul trebuie
eliminat. Care?

2. Exact cinci numere din sirul: 73, 28, 56, 19, 46, 55 respecta regula de alcatuire a
sirului. Care este ,,intrusul*?

3. Se poate Tmparti numarul 18 888 in asa fel incat fiecare jumatate sa fie 10 000?
4. Cum poate fi impartit numarul 12 in doua, astfel incat fiecare parte sa fie 7?

5. Folosind o singura data fiecare din cifrele 4, 3, 2, 1 scrise in ordine déscrescatoare,
semne de operatii aritmetice si, eventual parateze, alcatuiti exercitii prin rezolvarea
carora sa obtineti rezultatul: a) 7; b) 8; ¢) 9; d) 10; e) 42; f) 33.

Exemplu: 4 -3:(2+1)=4.

6. Ce cifre trebuie puse in 8 cerculete legate prin operatii O o O \ O
aritmetice din figura alaturata pentru a obtine rezultatul 12? = Y X

7. Produsul varstelor a 4 frati este 18, iar suma varstelor O O O
lor este mai mica decat 10. (Varstele sunt exprimate in
ani intregi). Ce varste au cei patru frati? O X O = @

8. Se dau urmatoarele egalitati: a) 1 23=1;3b) 1234 =1y ¢) 1234 5=1.
Fara a schimba ordinea cifrelor, puneti Intre ele semne aritmetice (+, —, -, :) si,
eventual, paranteze pentru a obtine egalitati matematice.

9. Puneti intre cifrele date semne de operatii aritmetice si utilizati paranteze pentru a
obtine propozitii adevarate: a) 5 S 5 5 5=5;b)5 5 5 5=6;¢)5 5 5 5=3.

10. Completati spatiiledibere dintre cifrele de mai jos cu semne de operatii aritmetice
si, eventual, paranteze, astfel incat sa obtineti egalitati adevarate:
a)l 9 8 4=19;b)1 9 8.4=4¢)1 9 8 4=8.

11. Se considera numerele: 1,21, 321, 4 321, ..., 987 654 321. Tnmulti‘;i fiecare din
aceste numere cu 9 si scadeti 1. Ce constatati?

12. Ce numar trebuie inscris in casuta libera?

[ 45 | 62 | 79 | 96 | |

13. Completati locul liber:
[13[24]36] [63]78]94]

14. Ce numar trebuie inscris in spatiul liber?

Lo [ 38 1524 |

15. Ce numar trebuie inscris in spatiul liber?
[ 219 [28]65] 126 |
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SOLUTII. REZULTATE. INDICATII. COMENTARII

CAPITOLUL I. NUMERE NATURALE

L.1. Operatii cu numere naturale. Compararea si ordonarea numerelor naturale

1.B) 2. a) 1103 - 29 =31987; 1003 - 39 =39117; b) 46 - 43 =1978. 3. 12, 15, 21, 24, 27, 30,
33, 36,42, 45,51, 54,57, 60, 63,72,75.4.2) (8 - 30+48): (8+4);b) 8- (30+48:8+4).
5.a)a>3b+7 <& Ta>7  (3b+7)etc. 6.a)2a > 4;3b > 21; 4c > 40, de unde 2a + 3b +
+4c > 65.7.24 51 120. 8. 1269, 1278, 1359, 1368, 1458, 1467, 2349, 2358, 2457, 3456.

9. 1111125; 11133; 11222 etc. 10. a) Numerele sunt de forma abs ,unde 1 <a<9s5i10<bH<0O.
Sunt 9 - 10 = 90 de numere de forma ab5 . b) a = 1= b ia valorile 0,2,3,4,6,7;8,9, deci

sunt 8 numere de forma ab5 care au cifra sutelor 1 sia#b#5%a.Rezultdcd sunt 8 - 8'= 64
de numere care satisfac conditiile din enunt. 11. D). 12. E). 13. 3999..9.
14.Gn+ 1)+ Bn+6)+Bn+11) +.+(Bn+46) =51 10+ S50+ 1) + (5 I+ 1) +..+
+.+(5°9+1)=50n+5(1+2+..+9)+ 10=50n + 235 = 1235= 1 = 20. Numerele sunt:
101, 106, 111, ..., 146. 15. De la pagina 1 la pagina 99 de 10 ori ca cifrd @ unitatilor si de
10 ori ca cifra a zecilor. De la pagina 100 la 199 tot de 20 de ori 5.a.m«d. De la pagina 8§00
la 899 de 100 de ori ca cifrd a sutelor, de 10 ori caxcifrd a zecilor/§ivde 10 ori ca cifrd a
unitatilor etc. 16. 294 ori. 17. 1250 pagini. 18. 180 deroriyrespectiv'280 de ori.
19.2) 1 +18 -2+ 180 - 3 +202 - 4 = 1385 de cifre; b) 510152025...15251530.

T adare
20. a) 375 de cifre; b) 1. 21.a) 1 - 9.+ 2490 +3 - 900 £ 4 - 1002 = 6897 cifre. b) Numarul
1234567891011 ... 702703 are 2001 cifre, iar cea de.pe-docul 2001 este 3. ¢) Suma cifrelor
luigesteegalacu: 2 [(1 +2+.£9)+20 (1 +2 ++9)+180(1+2+..+9) ]+
+ (1+1+“_+1) + (2 + 2 + 1) = M3. 22. Trebuie sa.se afle cate numere de forma abcdedcba ,

1000 termeni

unde a # 0, exista; e, b, ¢y d iawvalorile 01,2, ..., 9. Existd 90000 de numere.

666 —
23. 66..6-33..3=999.9:22.2 =(10°°~1) - 22..2 = 222 00..0 - 22.2 =
333 ori 666 ori 666 ori 333 ori 333 ori 333 ori 6660ri 333 ori

=22..2.199...9 77...78 . 24. Pentru ca numarul ramas dupa suprimarea celor 100 de cifre
332 ori 333'ori 332 ori

sa fie cel mai mare, primele cifre ale sale trebuie sa fie cat mai mari posibile. Putem face ca
el sd Inceapa cu 5 de 9, acestia provenind de 1a 9, 19, 29, 39 si 49. Pentru aceasta trebuie sa
stergem 8 + 19 + 19 + 19 + 19 = 84 cifre. Urmatoarea cifrd nu mai poate fi 9, pentru ca ar
trebui sa mai stergem 19 cifre: 5,0, 5, 1, 5, 2, ..., 8, 5. Deci am suprima in total 84 + 19 =103
cifre. Cel mai apropiat 8 dintre cifrele rimase se obtine suprimand 17 cifre, nu este posibil
pentru ca am avea 84 + 17 = 101 > 100. Vom face ca urmatoarea cifra sa fie 7 stergdnd inca
15 dintre cifre. Am suprimat 84 + 15 = 99 cifre. Mai stergem pe 5 din 58. Numarul cautat

este 99999785960...99100. 25. Fie x = 6a,a;_j..a,a; = 6 * 108 + aa,_,..a,a,

6-10° 10 <
=25 aja;_j..a,a; = apa;_j..a,a, = 1 "1 numadr natural = k>2 =
= aja;_y..aya; =25-10F-2=2500..0 = x=62500...0, unde k=>2.
(k=2) ori (k=2) ori

26.a) 4,6, 8, 10, ..., 200; b) 99; ¢) 10098.
185



2n+4 n+2
+(33) _ (34) .3259; 36n+12 +36n+12 +36n+12 :34n+8 .3259; 3.36n+|2 :34n+267; 36n+13 — 34n+267‘ Rezults ci

6n+13=4n+267,deunde se obtinen=127.n=127=4-31+3 =M+ 3. U2") = U2} =8;
UBHY=U3)=7,U4"=U)=4,UT)=UT) =3, Ula)=UQB+7+4+3)=2,decia
este de forma M) + 2, de unde rezulta ca restul impartirii numérului a la 5 este 2.
10 10 10 30 10 30
104.A:2 (1+2+...+2 ): 2 :L_ B:3 (1+3+...+3 ): 3 :L.
2°(142+..42°) 2°-2* 2% 3 (14+3+..43"°) 373" 3%
230 =810 <320=910 Atunci A > B. 105. Avem: 100a + 10b+c+10a +b+a=27+6 <
S llla+11b+c=2¢+6.Decarecea > 1 rezultdid 27.d=T7=11la+ 11b+c=1343i
cuma = 1= a=1sil1lb+c=23,deunde b=2sic=1,solutie. d=8=11la+t11b+c=
=262.Cum 115 + ¢ < 108 rezultd a =2 si 115 + ¢ = 40, de unde b = 3 girc =7, solutie.
d=9=11la+11b+¢=518.Cum 115 + ¢ < 108 rezultd a = 4 si 115 +.c = 74;de unde
b =6sic =8, solutie. In concluzie:a=1;b=2;c=1;d=Tsaua=2;b=3;c="7,d=1%8
saua=4;b=6;c=28;d=9.106. a) Resturile sunt: 1, 2, 3,4, 0, 1. Produsul =1 -2 -3 -4~ 1=
= 24. b) Resturile impartirii unor numere naturale consecutive la 5 sunt termeni consecutivi
ai sirului: 1,2,3,4,0, 1, 2,3,4,0, 1, ... . Produsul resturilor nenule ale impartirii la 5 a n
numere naturale consecutive nenule este egal cu 320 - 431 5,320 7262 = 2420 .*22 Produsul
termenilor din secventa (1, 2, 3, 4) este egala cu 24.
Putem avea cazurile: 4,0,/1,2,3,4,0,1,2,3,4,0,...,1,2,3;4,0,/1,2,3,4 —=n=101.
19 secvente (1, 2, 3, 4, 0)
4,0,/1,2,3,4,0,1,2,3,4,0,...,1,2,3,4,0, — n=102.
20 secvente (1, 2, 3, 4, 0)
4,0,/1,2,3,4,0,1,2,3,4,0,....1,2,3,4,0,41 —wm =103. Decin € {101; 102; 103}.

20 secvente (1, 2, 3,4, 0)

107. a) Fie abc cel mai mic dintre numerele date. Avem a + b + ¢ = 3(a + b + 1)<
Sce=2a+2b+3=9<a+ b=3=1(a b)iayvalorile: (1, 2), (2, 1), (3, 0). Numerele sunt:

(129, 130), (219, 2204, (309, 310): b) a =28) =27 sip =3 23" ec.

L5. Ultima cifra. Patrate perfecte. Cuburi perfecte
1.1=2'=1;3=22-1;723~1;15=2%*-1;31 =2°— 1 ... Numarul de pe locul 2002
este 2% 1 si are ultima cifrd 3. 2. a)a - b=2%-3°-520=217-3. (2 - 5)2, decia - b se
termind in 20 de zerouri. b) U(2'7) = 2; U(3°) = 3, ultima cifrd nenuli a produsului a - b este 6.
3.U()=4; U(B)=9.4.9.5. a) Se analizeaza cazurile: n =4k, n =4k + 1, n =4k +2,

n = 4k + 3, unde £ numar natural. b) n = 1 conduce la U(a) = 5. n =2 conduce la U(a) = 8.

n ia valorile 3 si 4, conduce la U(a) = 0. n > 5 implica U(a) = U (2004”2 ) etc. 6. 16 +9=25

si 16 + 15 < 36, rezultad ca 16 nu poate avea decat un singur vecin, deci el este pe pozitia 1
sau 16. O asezare este: 16,9, 7,2, 14, 11, 5,4, 12, 13, 3, 6, 10, 15, 1, 8.
7.a) Numirul a = (1 +3 + 32+ 33 + 3% (1 + 3 + 32+ 3% + ... + 32004 (1 + 3 + 32+3%) i
dand factor comun a = 40 + 3*- 40 +...4+ 3209 . 40 = 40 - (1 + 3*+ 38+ ...+ 3200 (1).
U(3*) = 1, unde k este numir natural nenul. Deci U(1 + 3%+ 33+, 4 32004) =
=U(l+1+1+...+1)=U(502) = 2. a =40(10g + 2), g este numar natural nenul. Deci

T Tevs

502 termeni

a=400g + 80 etc.; b) 1 + 34+ 38+ +32004= (1 + 3% + 381 + 3% + 3'9(1 + 34 +...+
+...+ 320001 + 3% = 82(1 + 38+ 316+, .+ 32000) Cum 41/82, rezulti cid 41/a (din (1)).
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