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CONCURSUL INTERJUDETEAN
»DIMITRIE POMPEIU”

EDITIA I - 2 iunie 2001
CLASA a V-a
1. La o impartire de numere naturale, suma dintre impartitor, cat

si rest este egald cu deimpartitul. Sa se arate ca impartitorul este
egal cu catul.

2. S& se determine un numar impar de numecre/ naturale
consecutive a caror suma este 2001.

3. Fie numerele naturale a si b astfel incat‘as<'b. Sa~se arate ca
a™' +b" <a"+b"", oricarear fi ne N .

CLASA a VI-a
4. Fie triunghiul CABC cu masurile unghiurilor direct propor-
tionale cu numerele 25 4 ‘siv6 (wd><B><«C). Dacd M este

simetricul varfului4 fata de dreapta BC, iar bisectoarea unghiului
rBMC intersecteaza dreaptas AB in N, sd se demonstreze ca
AM = AN si sa se calculeze masurile unghiurilor triunghiului
MNC.

5. a) Rezolvati in mul{imea numerelor intregi ecuatia:
3xy+2x=5y+1.
b) Sa se arate ca pentru orice numar natural nenul n are loc
1 1 _5

+ +o+t—2—.
n+l n+2 3n 6

inegalitatea:

6. Aratati cd nu existd trei numere naturale prime astfel incat
adunandu-le doua cate doud sa se obtina sume ce au 2, 3 si,
respectiv, 5 divizori naturali.



CLASAaVIl-a

7. Sisedeterminexe Z, y,z € 7' ce verifica relatia: x + l +—=2001.
y z

1

1
\/2+\/5 +\/6+\/€

b) 2 N 3 - n+1
\/2+\/§ \/6+\/g \/n(n+l)+\/n(n+l)
(Niculai Solomon)

9. Fie ABCD un patrulater convex, punctele M. sivP pe laturile AB
. . AM P .
si, respectiv, CD astfel incit —— =C— =k.. Construim™ MN ||AC ,
AB CD

5
8. Sa se arate ca: a) 2 g;

>n,neN .

NeBC si MO|BD, Qe AD.

a) Demonstrati ca MNPQ este paralelogram:

b) Aflati valoarea raportului ariiler patrulaterelor MNPQ si ABCD
in functie de £.

c¢) Aflati & astfel incat ‘waportul ariilor patrulaterelor sa aiba
valoarea maxima.

CILASA a VIII - a
10. Sa se rezolve in p:
1
a)x+[x]=2x~[x]+5;
b) x +[x]> x[x], unde [x] reprezintd partea intreagd a numarului
real x.
11. Fie functia f :[a,b] > R;a<b;
f(x)zm-x+n; mneR,m=0.
a) Aratati ca valoarea maxima a functiei f este: max (fla), f(b)).

b) Dacix, y,z a, b, c € [0,1] , demonstrati inegalitatea:

ax + by + cz—abxy — acxz — bcyz — 1<0.



33. Punctul M este situat in interiorul bazei ABCD a
paralelipipedului dreptunghic ABCDA'B'C'D’, $tiind c& MA = a,
aria bazei ABCD este 4a*, ¥ BMC' = vy A'MD =90°, iar A'B L C'M,
sa se afle aria totald a paralelipipedului.

(Stefan Smarandache, Bucuresti)

EDITIA a IV-a, 15 mai 2004
Clasa a V-a
34. 1.Se dau cinci numere naturale cu proprietatedncd suma

oricaror doud dintre ele se divide cu 5. Aratati ca fiecare dintre
cele cinci numere se divide cu 5.

2. Determinati cel mai mare numar deselemente din ‘multimea
A = {1, 2; 3; ...; 100} care au proprictatea cd suma oricaror doua
dintre ele se divide cu 6. ek
35. 1.Cate numere naturale de forma abed< (¢ @ 0), au
proprietatea ca suma cifrelor oricarui numar-este 27, si una dintre
cifre este 2?

2. Aratati ca, daca suma cifrelor, numarului abced este 27, atunci
numarul N = abcde+ dcba se divide cu 27. ek
36. a) Din numarul 1 se scad, pe rand, toate numerele de forma

0,abc (a + b + ¢ @0), apoi se aduna rezultatele obtinute. Care
este suma finala?

b) Aratati ca, printre oricare 500 de numere de forma 0,abc

(a + b+ ¢ @ 0), exista doud a caror suma este egala cu 1.
(Mircea Fianu, Bucuresti)

Clasa a VI-a
37. Perechea (m; n) § U x U se numeste solutie a ecuatiei ax + by = c,
(a, b,c ¥ U)dacia -m+b-n=c.
a) Pentru ecuatia 29x — 23y = 1, determinati solutia de forma
(4 n);
b) Determinati o solutie a ecuatiei 29x — 23y = — 47,
¢) Aratati ca ecuatia 29x — 23y = — 47 are o singura solutie, (m ; n),
cu proprietatea ca |m| <10si |n| <10. (Mircea Fianu, Bucuresti)
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EDITIA a XIX-a, 11-13 mai 2019
Clasa a I1I-a

467. Alina are de sase ori mai multi bani decat jumatate din suma
de bani pe care o are Mihnea. Ce suma de bani are fiecare daca
Alina are cu 200 de lei mai mult decat Mihnea? (xxx)

468. a) Daca inaintea unui numdr de o cifrd scriem cifra 4,
numarul obtinut este cu 9 mai mic decat numarul care se obtine
daca scriem cifra 4 la sfarsitul lui. Care este acel numar?

b) Care este numarul format din trei cifre consecutive care adunat
cu rasturnatul sau da 888? (G.M. Ni:172019)

469. Stefan si-a propus si rezolve 150 de probleme. In prima zi a
rezolvat doud probleme, in a doua zi a rezolvat cu trei probleme
mai multe, in a treia zi a rezolvat cu trei probleme mai multe decat
in a doua zi, §i tot asa, in fiecare zi a rezolvat cu trei probleme mai
multe decat 1n ziua precedentd, pand cand a terminat de rezolvat
cele 150 de probleme.

a) Cate probleme a rezolvat Stefan 1n total in primele 6 zile?

b) In céte zile a terminat de rezolvat cele 150 de probleme si cate
probleme a rezolvatin ultima zi? (xxx)

470. Cheile de la Pensiune. Proprietarul unei pensiuni conduce
10 familii la camerelelor, ale caror numere sunt de la 1 la 10. Din
pacate cheile nu.sunt numerotate, iar proprietarul a Incurcat
ordinea lor. Care este numarul maxim de incercari pe care trebuie
sa le faca proprietarul pentru a deschide toate usile? (xxx)

Clasa alV-a
471. loana, Maria si Dana si-au propus sa amenajeze o gradind de
flori. Lucrand fiecare singura, loana ar termina in 4 ore, Maria in

6 ore, iar Dana in 12 ore. In cate ore s-ar termina lucrarea daca ar
lucra impreuna toate trei? (G.M. Nr. 1/2019)

105



Clasa a IX-a

491. Intr-un paralelogram ABCD notiam mijloacele laturilor BC si
CD cu M, respectiv P. Stiind ca AM = BP si AM u BP demonstrati
cd ABCD este patrat. (Gazeta Matematica)

492. Fie functia f:(0,00) > (0,0) care verificd urmatoarele

conditii: (a) x(f(x+1)— f(x))= f(x), pentru orice x Q 0;

(b) functia g:(0,00) > R, g(x) =f(x + 1) — f (x) este crescatoare.
Sa se arate ca existd un numar £ Q 0, astfel incat f (x)-= kx,

pentru orice x Q 0. (Vladimir Cerbu, Mihai Piticari)

493. Fie xi1, x2, ..., X100 numere reale din intervalul [1; 3]. Stiind ca
X1+ X2+ .+ xi00 = 120 s x] + x5 +.. %0y, =180, aritati ci
XX 4t X =360 (xxx)

494. Problema suplimentara. Fiewa, n, p.trei numere naturale cu
a U 2,n U 2 si p numar prim.

n
< o . a" =1 -
Sa se arate ca fractia = = > este reductibila
al’” +a”O+. .. +a +a+1
daca si numai daca’p divide n'sau p divide @ — 1. (xxx)
Clasa a X-a

495. Fie a si b numere complexe si k£ un numar intreg nenul astfel
incat |a + k| + |b - k| + |a +b— k| =1. Demonstrati ca a si b sunt

numere reale. (Gazeta Matematica)

496. Sa se rezolve in R ecuatia:

\/(z‘ +g2)(27 +1g2) +\/(2x +g5)(27 +1g5) =3.
(xxx)
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502. Problema suplimentara. Un patrulater convex ABCD are
aria % iar punctele 4, B, C, D au ambele coordonate intregi.

Justificati ca patrulaterul este trapez. (Adrian Botan)

EDITIA a XX-a, 13-15 mai 2022

Clasa a III-a

503. a) Daca ar cumpara 5 trandafiri, lui Matei i-ar raméne-14 lei,
iar daca ar cumpara 9 trandafiri, i-ar mai trebui30:de lei. Cati lei
are Matei?

b) Suma a trei numere naturale este 970. Suma primelor doua
numere este mai mare decat al treilea numar cu 670. Primul numar
este mai mare decat al treilea numar ¢u'122. Care.sunt numerele?

504. a) Bogdan si Mara au citit acelasi numar de pagini, dar din
doua carti diferite. Bogdan, mai are de citit 45 de pagini, iar Mara
23 de pagini. Cele doua,cdrti au Impreund 156 de pagini. Cate
pagini are fiecare carte?

b) Pentru o problema rezolvata coerect, Mihnea primeste 8 puncte,
iar pentru o problema rezolyvata gresit se scad 2 puncte. Baiatul a
primit in total pentru cele‘23 de probleme rezolvate doar 134 de
puncte. Cate probleme-a-rezolvat corect si cate a rezolvat gresit?

505. Amfiteatrul scolii in care invatd Radu, are sapte randuri cu
acelasi numar de scaune, numerotate de la stanga la dreapta. Stiind
ca Radu sta pe randul din mijloc, pe scaunul cu numarul 45, iar in
dreptul lui, pe ultimul rand, pe scaunul cu numarul 81 sta Costel,
aflati cate scaune sunt in amfiteatrul scolii.

506. Problema suplimentari. In prima zi a lunii mai 2022,
duminici, Andrei isi activeazi casuta de email. In zilele de luni,
marti, miercuri si joi primeste cite 6 mesaje pe zi, iar vineri si
sambata cate 12 mesaje pe zi. Duminica le citeste pe toate si sterge
jumatate dintre ele. Cate mesaje vor fi in ziua de 31 mai 2022, la
ora 23:59, daca in fiecare duminica se intdmpla la fel ?
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SOLUTIIL, INDICATII, RASPUNSURI, COMENTARII

1. Fie I, C, R, D impartitorul, catul, restul si, respectiv, deimpartitul.
Dinrelatile D=7-C+R R<Isil+C+R=Drezultal+ C=1"C,de
unde 7 (C-1) = C, adica C-1/ Csau C-1/(C-1)+ 1, C-1/1 = C=2si [=2.

2. Fien+1,n+ 2, .. n+ 2k + 1) numerele consecutive. Avem:
m+D+ n+2)+...+(n+2k+1)=200l=>n+n+.+n+tl+

2k+1 termeni

+ 244 Qk+1)= 2k + D +

w: Qk+1)- (a+k+1)=

= 2001 =3 - 23 - 29 = 2k + 1€{l, 3, 23, 29, 69, 87, 667, 2001}.
Se obtine solutie pentru 2k +1e€ {3,23,29}. Numerele sunt: 666,,667,
668 sau 76, 77,..., 98 sau 55, 56, ...,83.

3. M+ <a"+ b o a (a-1) <P (b-1);a=0sib= 14"+ b =
=a"+ b . Dacia=0sib>1=b"(b—1)>0sia"(a— 1)=0 etc. Daci
a=1atunci b>2si b" (b—1)>0,iar a"(a— 1) = 0 ete."Dacd a > 1, cum
b>arezultad">a"sib—1>a—1etc.

4. m(rd) = 90°, m(rB) = 60°, m(rC) =_30%"In triunghiul CAMN,
m(rAMN) = m(rANM) = 15°. Triunghiul ANC este dreptunghic isoscel,
m(rNMC) =45°, m(rMNC)=30°, m(r MCN) = 150°.

5. a3y +2x=5y+1<ox@Brt+t2)=S5y+1<3x@3y+2)=5-3y+3<
< 3xBy+2)=5@y+2)+7. Deci 3y+27/7,deunde 3y +2e{-7;-1; 1; 7}, etc.

b)L+ ! +...+i>§<:>(L+ ! +...+ij+

n+l n+2 3n’ 6 n+l n+2 2n
( 1 1 lj 5
+ + +o =2

2n+1 2n+2 3n 6

1 1 L. .n 1. 1 1 1 _n 1

—_— AR £ — = —t—+...+—2—=—ctC.

n+l n+2 2n 2n 2 2n+1 2n+2 3n 3n 3

6. Presupunem ca exista numerele a, b, ¢ (a < b) cu proprietatea din enung.
Daca a + b are 2 divizori, atunci a + b este prim si a = 2, iar b este impar.
1. Dacd a + c are 3 divizori si b+c are 5 divizori, atunci @ + ¢ = ¢?, g prim
si b+ ¢ = p* p prim, de unde rezulti ¢ = 2, contradictie pentru ci ¢ > 2.
II. Dacd a + c are 5 divizori si b + ¢ are 3 divizori, atunci a + ¢ = m*,

m prim si b + ¢ = n?, n prim, de unde ¢ = 2, contradictie pentru ci ¢ > 2.

7. x4t 22001 & -+ =2001-x € Z; y.zel*= |7 215ify| 2 1=
y oz y oz
L .1 Lo 11 11
= —=<Ilsi—<1= 2<—+—<25i—+—eZ=>—+—e{-2-1;0;1;2}.
|Z| |y| Yy Zz y z y Zz
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NO este linie mijlocie in AAMC, deci NO =——m=——=—.

tfa.

NO’ = 00’ — ON :%a. OF || O’C’ implica AOEN ~ AO'C’'N =

t.fa.
5 EO _NO eunde EO = N2 i EC=o0C+ EO = 2a+2
0'C' NO' 6 3

. Din

AELC dreptunghic isoscel rezultd c¢a 2LC? = CE?, de unde LC = 2% .(1p)

Sectiunea in cub cu planul (NC’D’) este patrulaterul KLC’D¥care este
dreptunghi pentru ca D’'C’ = KL, D’C’ || KL siD€ L CL

(D’C’L(BCC)). (1p)
2
Din AC’CL dreptunghic rezultd ca LC’ =, /a2 +% 7 a\éﬁ :
a*\13

HAsectivnii =KL - L’'C= (unitéti desatie). (1p)

3
b) Planul (NC’D’) imparte cubul.in,doua corpuri (poliedre); prismele
LCC’KDD’ si BLC'B’AKD’4’ cu bazele triunghiul LCC” si, respectiv,
trapezul BLC’B’ si inaltimea CC,

| —

3
a
Y = VYucekop) = HAarcé - €'D’ =a.; a= 3 (1p)

a’ Yol
.Deci, 4 =—. (1
9,72 (1p)
¢) Fie punctul P mijlocul segmentului MC. Cum AC L (BDD’) si
A’C’ L (BDD") rezulta ca prappy CC’ = OO0’ si {N} = prapp){P}. Deci

I
Nl\)

w % wR

CVZ = CV[BLC’B 'AKD’A' = Cchb - CVI W= 613 -

NP 1 (BDD")si NP 1L D’F, iar d(CM, D’F)= NP =0C = a22

(unitdti de lungime). (1p) A P P P B
274. Pasul 1. Fie ACO BD={0},AD O BC= {E}, 0

EO O AB = {Py} si EO O CD = {Qy}. in

triunghiul AEAB cu teorema lui Thales si cu D 0, /C
teorema lui Ceva se obtine APy = PoB, adica

Py este mijlocul laturii AB. In triunghiul

AABE, EP, este mediana si cum CD || AB si

EPy O CD = {Qo} rezulti ci Oy este mijlocul E

bazei CD (fig. 51). Fig. 51
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521. a) Cercurile €, si €, sunt secante < ‘\/g -2J5 ‘ <AB<~5+245

< J5 <25 <45 adevirat. Notim €; N €, = {M, N} si MN N AB = {P}.
AB este mediatoarea MN, triunghiul ANB este dreptunghic in M.

MP=2cm= MN=4cm.
B

A B

M
D c P C

NMFE D FE

b) Dacd AB || CD, atunci AB = CE = DF si evident 4B>= CE “DF. Daci
AB | CD, construim EM || AB, M € BC si FN)J| AB] N e:AD. Deoarece
ABCD este patrulater inscriptibil avem r4 + rC = 180° sitwB + rD = 180°.
Folosind proprietatile unghirilor din paralelogramele ABME si ABFN, se
aratd ca triunghiurile MCE si DNF “au_deud@ unghiuri respectiv
congruente. Din asemadnarea triunghiurilor"MCE si DNF obtinem
ME - NF = CE - DF, de unde se'dediice 4B>= CE - DF.

Solutie alternativa:
Dacd 4B || CD, atunci AB = CE = DF,si evident AB> = CE - DF. Daci

AB M CD, notam AB.N €D = {P}. Aplicand teorema lui Thales in
PB-EC

triunghiurile PBC si, respeetiv, PBF se obtin relatiile 4B = si

respectiv AB =%. Se demonstreaza cé triunghiurile PBC si PFB

sunt asemenea, se obtine PB”> = PC - PF, de unde se deduce AB?> = CE - DF.

a+b—-c=2 c=a+b-2
523. &
c?=2ab=1 (a+b-2)"-2ab=1.

(a-2) =1
(a+b-2P2-2ab+1<@-2+(b-2¢=5< sau <
(b-2) =4
(a=-27 =4 a-2e{-1;1} a-2e{-2;2}
= = sau =
(b-2) =1 b-2e{-2;2} b-2e{-1;1}
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